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SNR Sieci neuronowe

prof. dr hab. inz. Andrzej Pacut
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czwartki 12:15-13:00 na platformie MS Teams
inne terminy: e-mail
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SNR Sieci neuronowe

Materiaty pomocnicze:

e Andrzej Pacut, Sieci Neuronowe - Materiaty do wyktadu 2021-22.

Zakres Materiatéw nie obejmuje catej tresci wyktadu.
Materiaty ulegaja modyfikacjom w trakcie wyktadu.

Oznaczenia:

e materiaty wyktadu
materiaty wyktadu - dodatkowe (obowiazkowe)
powtdrzenia materiatu

przyktady

e @ ® O

materiaty nadobowiazkowe
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SNR Sieci neuronowe

Czesci wyktadu

l: Wstep do sieci neuronowych

l: Sieci perceptronowe a klasyfikacja
HI: Sieci perceptronowe a aproksymacja
IV: Gtebokie sieci neuronowe

ndrzej Pacut
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SNR Sieci neuronowe
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SNR Sieci neuronowe

Cze$¢ |: Wstep do sieci neuronowych )

Temat 1. Neurony i sieci - naturalne i sztuczne
Temat 2. Naturalne systemy neuronowe

Temat 3. Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

ndrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022



SNR Sieci neuronowe

Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

Temat 1: Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

1.1 Modelowanie neuronowe
1.2 Obszar sieci neuronowych
1.3 Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych
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SNR Sieci neuronowe

Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

O Modelowanie neuronowe

1.1 Modelowanie neuronowe

)Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022



SNR Sieci neuronowe

Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

o Modelowanie neuronowe

Bio-modelowanie

Matematyka | —__Psychologia
Statystyka  / \
%g;g;;%ly Bio-modelowanie \\\\

F Modelowanie
zachowania

Genetyka
matematyczna

Modelowanie
neuronowe

@ bio-modelowanie (biomatematyka): modelowanie matematyczne budowy i
dziatania zywych organizméw i ich czesci

@ gatezie bio-modelowania: modelowanie neuronowe, modele narzaddw,
immunologia matematyczna, genetyka matematyczna, etc.

@ neuronauka (neurobiologia matematyczna), (neuroinformatyka), w tym
modelowanie mézgu i modelowanie neuronéw

@ cele: poznawcze: jak jest zbudowane, jak dziata w naturze

@ zastosowania: biologia, medycyna, farmacja, psychologia
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SNR Sieci neuronowe

Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

o Modelowanie neuronowe

Neurobiologia matematyczna
Skale modeli neuronowych

__________________________________ 5
POZIOM inteligencja,
$wiabomoscl Swiadomosc
BoBIGH rozpoznawanie uczenie
" klasyfikacja rozpoznawania
SYSTRMOW | ______ reakeje _ _ _Klasyfikacji reakejj
POZIOM sieci typowe sieci adaptacja
SIECI impulsowe  neuronowe sieci
__________________________________ g
POZIOM agregacja agregacja
UKLADOW impulséw intensywnosci
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 3
POZIOM potencjat T ciagi intensywnos¢ adaptacja
NEURONOWY membrany P impulséw  impulsowania wag
__________________________________ J
POZIOM procesy neurochemiczne
MOLEKULARNY ) ) ) ‘ ) ) ) )
1074 1073 1072 107! 1 100 102 103 sek.
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SNR Sieci neuronowe

Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

o Modelowanie neuronowe

Neurobiologia matematyczna
Mézg

@ detekcja bodzcéw
@ lokalizacja
@ pamieé
@ poréwnywanie, klasyfikacja, rozpoznawanie
o obrazéw
@ pisma, utworéw
e mowy, méwcy, utworéw
@ adaptacja do Srodowiska
@ uczenie
@ prognozowanie
@ regulacja
https://www.dreamstime.com/ . . .
royalty-free-stock-photo-male @ wnioskowanie (dedqua)
-human-head-skull-brain-ghost-effect-side-view . . .
@ inteligencja
@ Swiadomosé
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SNR Sieci neuronowe

Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

o Modelowanie neuronowe

Neurobiologia matematyczna
Aspekty modelowania mézgu

elementy

—

potaczenia
i
sygnaty
f—

https://www.dreamstime.com/
royalty-free-stock-photo-male
-human-head-skull-brain-ghost-effect-side-view;

1usz43sezid | Nsezd yoe|exys YoAuzos m
1I3uny | uszokjod ‘MolUSWIS[S SIUBMO|SPOW

http://extravall.net/?option=wallpaper&id=244;

http:/commons . wikimedia. org/wiki/User: funkcje —
LadyofHats/gallery2#/media/File:Complete_neuron_ . — —wem
cell_diagram_en.svg; Yann Le Cun, Deep Learning. Should — [Thorpe & Fabre-Thorpe 2001]

we copy the brain to build intelligent machines
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SNR Sieci neuronowe
Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

o Modelowanie neuronowe

Inspiracje biologiczne w informatyce

Bio-inzynieria _ Sztuczna
inteligencja

Informatyka

Bio-modelowanie

odelowanie)

zachowania
Genetyka
matematyczna,
Algorytmy
genetyczne

Modelowanie’
neuronowe

Algorytmy
rozmyte

ieci
neuronowe

o cele: specyficzne dla obszaru zastosowari (nie-biologiczne)

o modyfikacje modeli biologicznych; rozwigzania nie kopiuja biologii
@ potrzeba ponawiania inspiracji biologicznych

®Andrzej Pacut

neuronowe

Semestr zimowy 2021/2022
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SNR Sieci neuronowe

Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

o Modelowanie neuronowe

Inspiracje neurobiologiczne w informatyce
Sztuczne sieci neuronowe

inspiracje

. detekcja bodzcow .
poréwnywanie e pamig¢ e
klasyfikacja, rozpoznawanie bodzcéw :

3 obrazéw, podpisu .

dzwiekéw, mowy, méwey . -
https://www.dreamstime.com/royalty-free-stock-photo-male
-human-head-skull-brain-ghost- effect-side-view,

lokalizacja .
http://extravall.net/?option=vallpapergid=244,

detekcja o

adaptacja ° uczenie ° Y. Le Cun (2016). Deep Learning. URL: / / indico . cern . ch / event / 510372 /
attachments / 1245509 / 1840815 / lecun - 20160324 - cern . pdf, Building a deeper
prognozowanie e regulacja e understanding of images (2014). Google. URL: research . googleblog . com/2014/09/

inteligencia ® éwiadomodé building-deeper-understanding-of-images.html

Semestr zimowy 2021/2022
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SNR Sieci neuronowe

Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

LObszav sieci neuronowych

1.2 Obszar sieci neuronowych

)Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe imowy 2021/202 15 / 531



SNR Sieci neuronowe
Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

L Obszar sieci neuronowych

Definicje sieci neuronowych

Random House Webster’'s College Dictionary, 2010 (2.) Model
obliczeniowy do symulacji zachowania biologicznych sieci neuronowych, w
tym proceséw uczenia, przetwarzania jezyka, rozwigzywania probleméw, w
celu automatycznego (,self directed”) przetwarzania informacji.

Collins English Dictionary (2014) W informatyce, program lub system
inspirowany budowa médzgu zaprojektowany do imitowania funkcjonalnosci
ludzkiego mézgu, w szczegdlnosci proceséw uczenia.

American Heritage Dictionary (2016) Urzadzenie lub program w ktérym
wiele potaczonych elementéw przetwarza informacje réwnolegle, uczac sie
z przesztych wzorcéw; uzywane czesto do modelowania mézgu.

Wikipedia (2018) (ang.) Systemy obliczeniowe inspirowane przez
biologiczne systemy neuronowe mdzgu, ktére ,ucza sie” wykonywania
zadan na podstawie przyktadéw, bez tworzenia regut specyficznych dla
zadania.

Merriam-Webster (2018) Architektura komputerowa, w ktérej wiele
procesoréw jest potaczonych w sposéb podobny do potaczen miedzy
neuronami w mézgu i ktéra potrafi sie uczyé w procesie préb i btedéw.

®Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022 16 / 531



SNR Sieci neuronowe

Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

LOhszalr sieci neuronowych

Sieci neuronowe - charakteryzacja przez wfasnosci

inspiracje biologiczne: budowa i dziatanie inspirowane struktura i
dziataniem naturalnych sieci neuronowych

modularnos¢: sie¢ procesorédw (neuronéw, jednostek obliczeniowych) o
podobnej strukturze

@ przetwarzanie numeryczne (nie symboliczne)

pofaczenia: przetwarzanie jest okreslone przez struktura potaczen
procesoréw a nie przez konkretne procesory

obliczenia réwnolegte

nieliniowo$¢

adaptacja do zmian Srodowiska: uczenie na przyktadach, trening
generalizacja: moga ekstrapolowaé dane stosowane przy treningu
nadmiar parametréw

tolerancja na uszkodzenia: nie ma potrzeby znajdowania i usuwania
wadliwych procesoréw, stopniowa degradacja jakosci

ndrzej Pacut ieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022
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SNR Sieci neuronowe

Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

L Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych

1.3 Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych

)Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe imowy 2021/202 18 / 531



SNR Sieci neuronowe
Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

L Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych

Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych (1)

/" pierwsze sztuczne neurony

@ 1943: model neuronu Threshold Logic Unit y = 1(w'u — d)
Warren S. McCulloch (neurobiolog, U. Chicago), Walter Pitts (logik)
W. S. McCulloch and W. H. Pitts (1943). “A logical calculus of the ideas immanent in nervous activity”. In:
Bulletin of Mathematical Biophysics 5, pp. 115-133. Reprinted in AnderRosen88

@ 1949: uczenie, wzrost sity powigzan na skutek stymulacji (regufa Hebba)
Donald Hebb (psycholog, McGill U., Montreal)

D. O. Hebb (1949). The organization of behavior. New York: J. Wiley and Sons

&na 2k 8L T
+c .o v
V= V= Vi =
1 I 1

Simutanaoust
Aetive Axons

Subiizaton
of All Actve

Asn Inactive,

or Active Only st o Sawilagtion

of intctive Synapses

Elmination of
Unstabiliced nputs

Timas Other oputs
AreNot Actve
" model dynamiczny neuronu
efekty stymulacji 3 reguta He_bba https://commons.wikimedia.org/wiki/File:
https://www.benbest. com/tscltence/anatmlnd/ana(:mdél. Hodgkin-huxley-circuit.svg
contents

@ 1952: model dynamiczny neuronu, Alan Lloyd Hodgkin i Andrew Fielding
Huxley (U. of Cambridge), Nagroda Nobla w Fizjologii i Medycynie 1963
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Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

L Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych

Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych (2)

/" pierwsze sieci

@ 1956: sztuczna inteligencja, konferencja w Dartmouth College (Hanover, New
Hampshire) - McCarthy, Minsky, Shannon, Solomon, Newell,. ..

@ 1958: perceptron, Frank Rosenblatt (Cornell U., Ithaca, NY)
F. Rosenblatt (1958). “The perceptron: a probabilistic model for information storage and organization in the
brain”. In: Psychological Review 65.6, pp. 386—408. Reprinted in AnderRosen88, Ch. 8, pp. 89-114, 1988

{

Perceptron| &

40N

Marvin Minsky
www.conversationagent.com/2016/01 /value-
of-negative-knowledge.html

@ 1960: Adaline, LMS, Bernard Widrow i Marcian ‘Ted' Hoff (Stanford Univ.)

B. Widrow and M. E. Hoff (1960). “Adaptive switching circuits”. In: 1960 IRE WESCON Convention
Record. Vol. 4. New York, pp. 96-104 (Stanford U., Stanford, CA)

@ 1969: perceptron | ||, Marvin Minsky, Seymour Papert (MIT, Cambridge, MA)

M. L. Minsky and S. A. Papert (1969). Perceptrons. Cambridge, Massachusetts: MIT Press. Also available
Expanded Edition, MIT Press, Cambridge, Ma., 1988

Frank Rosenblatt Rosenblatt’s Perceptron

Andrzej Pacut Semestr zimowy 2021/2022 20 / 531



SNR Sieci neuronowe
Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

L Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych

Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych (3)

\, “dekada spokoju”
@ 1972: liniowa pamiec asocjacyjna: Kohonnen (Helsinki U. of Tech.), Anderson
(Brown U., Providence, RI)

T. Kohonen (1972). “Correlation Matrix Memories”. In: |[EEE Transactions on Systems, Man, and
Cybernetics C-21, pp. 353-359 ,

J. A. Anderson (1972). “A Simple Neural Network Generating an Interactive Memory”. In: Mathematical
Biosciences 14, pp. 197-220

@ 1974: propagacja wsteczna, Paul Werbos (Harvard U., Cambridge, MA)
P. J. Werbos (1974). “Beyond regression: New tools for prediction and analysis in the behavioral sciences”.
Ph.D. Thesis. Cambridge, MA: Harvard University

@ 1980 Neocognitron - pierwowzér gtebokich sieci splotowych, Kunihiko
Fukushima (Osaka Univ.)

K. Fukushima (1980). “Neocognitron: A self-organizing neural network model for a mechanism of pattern
recognition unaffected by shift in position”. In: Biological Cybernetics 36, pp. 193-202

®Andrzej Pacut neuronowe Semestr zimowy 2021/2022 21 / 531



SNR Sieci neuronowe

Neurony i - naturalne i sztuczne

L Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych

Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych (4)

ponowny rozwdj

@ 1982: pamiec a stabilnos¢ sieci, John Hopfield
(Caltech)

J. J. Hopfield (1982). “Neural networks and physical systems with
emergent collective computational abilities”. In: Proc. of the National
Academy of Sciences of the USA 79, pp. 2554-2558

h
f
i
1
t
T
t
T
T
*
B

Hopfield (1984)

@ 1983: stabilnosc¢ sieci neuronowych, tworzenie wzorcéw, Michael A. Cohen,
Stephen Grossberg (Boston U.)

M. A. Cohen and S. Grossberg (1983). “Absolute stability of global pattern formation and parallel memory
storage by competitive neural networks”. In: |EEE Transactions on Systems, Man, and Cybernetics SMC-13,
pp. 815-826. Takze: http://cns-web.bu.edu/Profiles/Grossberg

@ 1984 Maszyny Boltzmanna, Hinton, Sejnowski, Ackley, Carnegie-Mellon U.,
Pittsburgh, Pensylwania

G. Hinton, T. Sejnowski, and D. Ackley (1984). Boltzmann machines: Constraint satisfaction networks that
learn. Tech. rep. TR-CMU-CS-84-119. Carnegie-Mellon University, Dept. of Computer Science

Semestr zimowy 2021/20; 22 / 531
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Neurony i - naturalne i sztuczne

L Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych

Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych (5)

ponowny rozwdj

@ 1986: uczenie sieci z uzyciem propagacji wstecznej, David Rumelhart, Geoffrey
Hinton i Ronald Williams (PDP group, MIT, Cambridge, MA)
D. E. Rumelhart, G. E. Hinton, and R. J. Williams (1986b). “Learning internal representations by error

propagation”. In: Parallel Distributed Processing: Exploration in the Microstructure of Cognition. Ed. by
D. E. Rumelhart and J. McClelland. Vol. 1. Cambridge, MA: MIT Press. Chap. 8

Hinton i Ronald

Nature 323.6088, pp.

Nam et al. (2018)

@ 1986: autoenkodery - uczenie
nienadzorowane, David Rumelhart, Geoffrey

Williams

533-536

D. E. Rumelhart, G. E. Hinton, and R. J. Williams (1986a).
“Learning representations by back-propagating errors”. In:

output veetor

input vector
PR 5
@ 1987: sieci impulsowe, Wolfgang 6 -
Maass, (Tech. Univ. Grass, Austria) 7 1 Newon b
W. Maass (Dec. 1997). “Networks of spiking f Network ;
neurons: The third generation of neural network 4 1 etwor
models”. In: Neural Networks 10.9, 3 —

pp. 1659-1671. URL:
www.igi.tugraz.at/maass/psfiles/85b.pdf

Paugam-Moisy and Bohte (2012)

T '
input spike train output spike train

ndrzej Pacut
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SNR Sieci neuronowe
Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

L Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych

Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych (6)

rozwoj

@ 1998: maszyny wektoréw podpierajagcych SVM, Vladimir N. Vapnik (Inst.
Sterowania, Moskwa, Adaptive Systems Research Dept., AT&T Bell Labs,
Holmdel, New Jersey) i Alexey Ya. Chervonenkis (Rosyjska Akademia Nauk i
Uniw. Londyn)

V. Vapnik (1995). The Nature of Statistical Learning Theory. Springer-Verlag; V. Vapnik (1998). Statistical
Learning Theory. Wiley

@ 1998: gtebokie sieci splotowe - poczatki, Yann LeCun, AT&T Bell Labs.,

Holmdel, New Jersey; p6zniej Facebook Al Research, New York

Y. LeCun et al. (Nov. 1998). “Gradient-Based Learning applied to Document Recognition”. In: Proceedings
of the IEEE, pp. 1-46

i et C3:f.maps. 15@10;(1& . T
weuT caturs maps maps 16@5x
e Sazas

52:1 maps 5 ayer g ayer
1ot o' Fotayer oUTPUT

Full confection | Gaussian connections
Convolutions Subsampling  Convolutions ~ Subsampling Full connection

@ 2002: zawezone maszyny Boltzmanna RBM, Geoffrey Hinton (Univ. of Toronto,
Google)

G. Hinton (2002). “Training products of experts by minimizing contrastive divergence”. In: Neural
Computation 14, pp. 1771-1800

@ 2006: gtebokie sieci przekonan (ang. Deep Belief Network), Geoffrey Hinton i
inni

ndrzej Pacut Semestr zimowy 2021/2022
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SNR Sieci neuronowe

Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

L Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych

Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych (7)

gwattowny rozwoj

@ 2012: gtebokie sieci splotowe - klasyfikacja obrazéw, Alex Krizhevsky, llya
Sutskever i Geoffrey Hinton (Google, Mountain View, California)

2008 ' 2038 \dense

128

arb

128 Max
Max 28 Max pooling
pooling pooling

2048 2048

a8

@ 2014: generacyjne sieci antagonistyczne (ang. generative adversarial networks)
GAN, lan Goodfellow et al. (Stanford Univ., Google Research)

Generator
Network

Random | Training
Index Set

Random |
Vector

.| Discriminator

Network > Real/Fake
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SNR Sieci neuronowe

Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

L Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych

Zastosowania sieci neuronowych

| zagadnienie | sieci | dane uczace [l
klasyfikacja obrazéw | perceptronowe pary (wzorzec 1D, klasa)
na podstawie ich cech
SVM -
klasyfikacja obrazéw CNN, DCNN pary (obraz 2D/3D, klasa),

pary (tensor, klasa)

klasyfikacja nienadzo-

gtebokie auto-

obrazy 2D/3D

rowana enkodery
aproksymacja funkgji perceptronowe pary (argument, wartos$é funkcji)
optymalizacja kombi- Hopfielda -
natoryczna
pamieci asocjacyjne Hopfielda —
prognozowanie NNARMAX, dane historyczne
sieci LSTM
klasyfikacja tekstu sieci LSTM, pary (tekst, klasa)
DCNN
rozpoznawanie mo- DCNN,  sieci np. pary (fragment mowy, méw-
wy/méwcy LSTM ca)
GAN obrazy

CNN, DCNN (ang. deep convolution networks) - gtebokie sieci splotowe

SVM (ang. support vector machine) - maszyna wektoréw podpierajacych

LSTM (ang. long-short term memory)- pamie¢ dtugo- i krétkoterminowa
NNARMAX (ang. neural networks ARMAX) - neuronowa aproksymacja ARMAX
GAN (ang. generative adversarial networks): generatywne sieci antagonistyczne

ndrzej Pacut
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SNR Sieci neuronowe
Neurony i sieci - naturalne i sztuczne

L Kamienie milowe rozwoju sieci neuronowych

Zastosowania sieci neuronowych
Dziedziny zastosowan

telekomunikacja (aproksymacja)

sterowanie i robotyka (aproksymacja)

systemy ekspertowe, systemy decyzyjne (optymalizacja, sterowanie)
biometria (modelowanie, klasyfikacja)

ekonomia (prognozowanie, modelowanie)

medycyna (klasyfikacja)
¢

z

wojskowos¢ (klasyfikacja, identyfikacja)
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SNR Sieci neuronowe
LNeurony i sieci - naturalne i sztuczne
O EiRosrara

Literatura

Materiaty zrédtowe
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Naturalne systemy neuronowe

Temat 2: Naturalne systemy neuronowe

2.1 Elementy systemu nerwowego
2.2 Dziatanie neuronu
2.3 Biologiczne sieci neuronowe
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2.1 Elementy systemu nerwowego
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@ Biologiczne systemy neuronowe
Podstawowe elementy budowlane

@ neurony

@ rozréznianie bodzcéw, pamieé, przetwarzanie sygnatéw, rozpoznawanie,
wnioskowanie, sterowanie, uczenie, $wiadomosé ?

o w mézgu ludzkim ~ 86 mld. neuronéw (w tym kora mézgu: ~ 16 mld.
neuronéw) (Herculano-Houzel and Lent (2005), Azevedo et al. (2009))

o ogdlna liczba synaps u oséb dorostych: 10'* (dzieci 10'°)
o Srednia liczba synaps neuronu: ok. 7000
o komorki glejowe;
e wymiana jondw, tlenu, sktadnikéw odzywczych, metabolitéw; ostona
aksonéw, poza-neuronowy uktad sterowania?
o w mézgu ludzkim ~ 85 mld.
@ substancja (macierz) pozakomdrkowa (ECM) - materiat w przestrzeni
pozakomoérkowej, ztozony z witdkien i ptynu tkankowego

@ ptyn mdézgowo-rdzeniowy
o krew
o dostarczanie tlenu
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@ Neurony biologiczne

@ ciato komarki

" NEURQ :

@ : 5 m (komérki 2 TR ’_\ i .
granularne) do 100 pm l{e—axon Terminats (receiversy y ) el

=Y (transmitters) ¥ Body
(neurony ruchowe)
zawiera jadro, kwas g:‘]\zﬂnn's
rybonukleinowy RNA, (they make
struk'Fury produkujace the myeling o@ < \
[PIRREETY Ranvier ~z Nucleus =

@ btona komdrkowa - % :
=

grubos$¢ 5 nm, oddziela T ot
cytoplazme od ptynu (the conducting  Myelin Sheath ! \

fiber} (insulating Tatty layer

zewnetrznego sl o
that speeds transmission) B EnchantedLear ring.com

kOntVOIUje przep’fyw CZQStek Jeananda Col, Enchanted Learning, https://www.enchantedlearning.com/

chemicznych subjects/anatomy/brain/Neuron.shtmlneuron, 2001
o dendryty

widkna wejsciowe, dtugosé¢ do 0.1 mm,
@ akson

pojedyncze wiékno wyjsciowe, dtugos¢ 1 mm do 1 m, rozgatezia sie do synaps
innych neuronéw,
@ synapsy
punkty kontaktu, od kilku do 90 tys. (komérki Purkiniego) na akson
cztowiek: do = biliarda (10'®) synaps

DAndrzej Pacut Semestr zimowy 2021/2022 35 / 531


https://www.enchantedlearning.com/ subjects/anatomy/brain/Neuron.shtml neuron
https://www.enchantedlearning.com/ subjects/anatomy/brain/Neuron.shtml neuron

SNR Sieci neuronowe

Naturalne systemy neuronowe

L Elementy systemu nerwowego

@ Neurony biologiczne
Zdjecia neuronéw

L. &

neuron ruchowy
(rdzen kregowy)
@ ~ 100p
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@ Elementy budowy biologicznych systeméw neuronowych
Komérki glejowe

~ liczba

@ mozg: liczba komérek glejowych
neuronéw

Wyelin{cu)

Cerebrospinal flid

Anatomy and Physiological aspects of glial cells, Role in Health and Dlsease Health &
Medicine, Technology 2014, https://www.slideshare.net/drrahulk h/ glial-
cells-neurobiology-and-clinical-aspects

DAndrzej Pacut SNR Sieci neuronowe

astrocyty: bariera krew -
mozg, reguluja srodowisko
chemiczne, usuwanie
neurotransmiteréw,
analogowa regulacja
impulsowania
oligodendrocyty: owijaja
sie wokot aksonow
tworzac mieling, izolujaca
akson

mikroglej: usuwanie
patogendw i obumartych
neurondw,
nieprzytwierdzone do
struktur mézgu

komoérki ependymalne:
wyscielaja komory mézgu
i kanat rdzenia kregowego
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@ Kom

7

rki glejowe

v
mikroglej
astrocyty L. S. Queiroz and R. A. Paes (2019). Neuroimaging website of
D. Orenstein (2018). “Neuroscientists give “invisible” cells a new Dept. of Pathology and Radiology. Tech. rep. Campinas, Brasil
look”. In: MIT News State University of Campinas, School of Medicine
(FCM-UNICAMP)
sy i A W T Ty
S - ® ¥ -
. G
ok ut
Se
R

Sk L s : e ’Q"
oligodendrocyty % i + = s

L. S. Queiroz and R. A. Paes (2019). Neuroimaging website of - pr 2y Sl | ~

Dept. of Pathology and Radiology. Tech. rep. Campinas, Brasil komérki ependymalne

State University of Campinas, School of Medicine

| cell: Michelle L, flicki
(FCM-UNICAMP) ependymal cells by Michelle L, flickr

www.flickr.com/photos/mluon753/8467081756/in/
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@ Hipoteza: Zintegrowana sie¢ neuronowo-glejowa

M. Nedergaard and A. Verkhratsky (July 2012). “Artifact versus reality—how astrocytes contribute to synaptic events”. In: Glia 60.7,
pp. 1013-1023

M. Sur and M. C. Flanders (2018). Astrocyte-Neuron interactions in visual cortex circuits. grant NIH. Picower Institute for Learning and
Memory, MIT

D. Orenstein (2018). “Neuroscientists give “invisible” cells a new look”. In: M/T News VerkhNederl4

@ neurony: sygnaty binarne - kod impulsowania (ang. spiking code)
(potencjat czynnosciowy neurondéw)

@ astrocyty: sygnaty analogowe - kod wapniowy (ang. calcium code)
(sprzezenia zwrotne i sprzezenia proste)

@ uwalnianie neurotransmiteréw, dyfuzja neurotransmiteréw przez ptyn pozakomérkowy

o dyfuzja wtérnych postancéw i metabolitéw przez synapsy elektryczne

o sygnalizacja wapniowa Ca™T: synapsy elektryczne miedzy astrocytami wyzwalaja
czastki wtérnego postanca (IP3), IP3 aktywuja kanaty wapniowe neurondéw i uwalniaja
czastki CaTTdo wnetrza komérki; w rezultacie fala Cat T propaguje z komérki do
komoérki i stabilizuje poziom wapnia w przestrzeni migdzykomérkowej

o kotyska astroglejowa (ang. astroglial cradle) uczenie - plastycznos$é synaps
o izoluje synapsy od sygnatéw pozasynaptycznych
o ttumi przestuchy pomiedzy synapsami

e pozwala na dtugoterminowa plastycznos¢ kontaktéw synaptycznych
(zaburzenia: epilepsja, schizofrenia, zaburzenia koncentracji)
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@ Hipoteza: Zintegrowana sie¢ neuronowo-glejowa
Kotyska astroglejowa

presynaptic terminal

—
— ; | synaptogenesis
synaptic isolation —

synaplic maturation

- (‘

h

synaptic extinction (7) \ microglial
3 - — ’ ~ process

synaptic maintenance
neurotransmitter homeostasis
ion homeostasis

volume homeostasis

astroglial \
perisynaplic
sheath

posisynaptic neuron

Kotyska astroglejowa
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2.2 Daziatanie neuronu
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@ Btona komérkowa

Koncentracja jonéw

@ bton

Cell Membrane in resting state | Y
e o O O 0mV
Na+ <>(:]f) 000 O
®e o OA-O
0000
S. Resnick (2012). Neurophysiology, Brain Anatomy and °

Physiology. 1112
https://www.slideshare.net/jonijutt/brain-
anatomy-physiology

a komdrkowa: podwdjna warstwa

lipidowa (ang. lipid bilayer)

separuje aniony organiczne A~ i
kationy potasu Kt wewnatrz komérki
separuje jony sodu Nat, wapnia Catt
i chloru CI= na zewnatrz komarki
przepuszcza wode (osmoza) i mate
molekuty niezjonizowane (O2, CO2)
nieprzepuszczalna dla jonéw (KT,
Nat, Cat*, CI=, HCO3), matych
molekut rozpuszczalnych (glukoza) i
duzych molekut (proteiny, RNA)

o amel | Ty o
proteiny A~ 29 0
kationy potasu K+ 140 5
kationy sodu Na™ 12 145
aniony chloru Cl— 13 110
kationy wapnia Cat™t 0.0001 1.5
aniony wodoroweglanu  HCOZ 8 27
ptyn fizjologiczny NaCl 9g/I
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I—Dzialanie neuronu
@ Potencjat synaptyczny
@ potencjat membrany komérkowej: potencjat synaptyczny
@ potencjat spoczynkowy —55 do —100 mV wzgl. ptynu miedzykomérkowego
@ przeptyw jondw przez membrane powoduje zmiany potencjatu
synaptycznego
Net Charge +

Extracellular fluid Cytoplasm

S. Telleen (n.d.). Forces That Move lons and Molecules. image by “Synaptitude” /Wikimedia
Commons. OpenStax. URL
https://cnx.org/contents/RKGtQxyN@2/Forces-That-Move- Ions-and-Mole
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® Potencjat réwnowagi

@ potencjat réwnowagi: efekt

o przeptywu jonéw w kierunku mniejszych koncentracji
e wzrostu réznicy potencjatéw w nastepstwie tego ruchu

@ jesli btona jest przepuszczalna tylko dla czastek jednego jonu potencjat
réwnowagi okreslony przez réwnanie Nernsta

@ uogdlnienie dla kilku jonéw (jednowartosciowych): réwnanie
Goldmana-Hodgina-Katza
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® Potencjat réwnowagi

Potencjat rownowagi jonu: Réwnanie Nernsta

out -

Potencjat réwnowagi jonu o koncentracjach ¢®** i ¢" po obu stronach membrany

E = RT/(zF)In ¢ /c"

R stata gazowa = 8.314472 [J° K~ 1mol—1]
T temperatura [°© K] (°C + 273.15)

z wartoéciowos¢ jonu (£1, +2,...)
F stata Faradaya = 96485 [C/mol]
(® Przykfad
B+ = 26.7271n(5/100) = -80 mV
E = 26.7271n(150/15) =62 mV
— o NaT
Dla T'=37"C: gl —26.727In(13/150 =65 mV
E_++ = 13.3631n(2/0.0002) = 246 mV

® Potencjat réwnowagi jonéw: réwnanie Goldmana-Hodgina-Katza

Potencjat réwnowagi kationéw A i anionéw & po obu stronach membrany

in out

D icu Pici + D Pich
. pout AN
Ziem bic; + Eie;ﬂ pbic;
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® Kanaty jonowe pasywne

https://med.libretexts.org/Bookshelves/Anatomy_and_Physiology/Book%3A_Anatomy_and_Physiology_(Boundless)/10%3A_
Overview_of_the_Nervous_System/10.5%3A_Neurophysiology/10.5B%3A_Ton_Channels Medicine LibreText, Book: Anatomy and
Physiology (Boundless), Aug 14, 2020, https://courses.lumenlearning.com/boundless-ap/

@ kanaty niebramkowane (ang. leakage channels) - przepuszczalno$¢ stata
dla okreslonych jondéw
® kanaty bramkowane napieciem (ang. voltage-sensitive)
otwierane/zamykane réznica potencjatéw po obu stronach membrany
(E) przyktad: kanaty sodowe Na™; prég reakcji; 100 — 200/, 7M jonéw na ms.
na kanat - udziat w generacji i propagacji potencjatu czynnosciowego

@ kanafy bramkowane ligandami (ang. ligand-gated channels) (bramkowane
molekularnie) otwierane/zamykane w odpowiedzi na molekuty czastki
sygnalizacyjnej liganda (np neurotransmitera) wigzace sie z proteinami
kanatu, (zewnetrzng lub wewnetrzng), ktéra sama nie jest przenoszona

® pierwsi posfaricy (ang. first messengers): zewnatrzkomérkowe molekuty, wywotujace
zmiany fizjologiczne w btonie komérkowej

® wtdrni postaricy (ang. second messengers): wewnatrzkomérkowe substancje uwalniane w
odpowiedzi na pierwszych postancéw

o kanaty bramkowane dzwigkiem (w komdrkach wtosowatych ucha
wewnetrznego), swiattem, temperatura, naciskiem, etc.
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® Aktywny transport molekut

o oddychanie komdrkowe: czastki pokarmowe (np. glukoza) s3 utleniane (do
dwutlenku wegla i wody,) a energia gromadzona w postaci ATP (adenosine
triphosphate)

® ATP dostarcza energii komérce przeksztatcajac sie w wyniku hydrolizy (absorpcji wody) do
ADP (adenosine diphosphate) i grupy fosforanowej (ang. phosphate)

@ pompy jonowe: proteiny membrany uzywajace zewnetrzng energie komérkowa
(ang. cellular energy) (ATP) do aktywnego transportu jonéw przeciwnie do
“gradientu koncentracji”

o bezposredni transport aktywny: proteiny btony komérkowej (transportery)
tacza sie z ATP i wykorzystuja energie hydrolizy powodujac przeptyw
jonéw i matych molekut w kierunku przeciwnym do ich koncentracji

o pompy wapniowo-potasowe Nat /K*: pompuja jony wapnia NaTna
zewnatrz a jony potasu Ktdo wnetrza komérki: zuzywaja do 1/3 energii
komérki
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® Kanaty jonowe
Zmiany potencjatu synaptycznego

Michael D. Mann, Ph.D., The Nervous System In Action, 1997-2017, http://michaeldmann.net
OpenStax, Biology. OpenStax CNX
@ czastki neurotransmitera tacza sie (ang. bind) z receptorami kanatéw
jonowych (Na™, CI=, KT, Ca*™) bramkowanych ligandami (ang.
ligand-gated) takimi jak neurotransmitery
@ wywotuje to

o depolaryzacje / potencjatu membrany — potencjat pobudzajacy excitatory
postsynaptic potential EPSP — synapsy pobudzajace (ang. excitatory)

(®) przyktad: neurotransmiter ACh (acetylocholina) otwiera kanaty sodowe
(bramkowane ligandami); doptyw NaTwytwarza potencjat pobudzajacy
(EPSP)

o lub polaryzacje \, potencjatu membrany — potencjat hamujacy inhibitory
postsynaptic potential IPSP — synapsy hamujace (ang. inhibitory)

(E) przyktad: neurotransmiter GABA wiazac sie z receptorami GABA 4 (1
ms.) otwierajac kanaty chlorkowe (doptyw CI™) i z receptorami GABAp
otwierajac kanaty potasowe (wyptyw K1), co wytwarza potencjat ha-
mujacy (IPSP)

@ przekroczenie progu wywotuje potencjat czynnosciowy w komérce
postsynaptycznej

@ neurotransmiter jest usuwany z przestrzeni synaptycznej poprzez rozpad
enzymatyczny (ACh) lub aktywny transport do aksonu presynaptycznego
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@ Potencjat czynnosciowy

bodziec depolaryzuje
membrane

integracja depolaryzacji aksonu
na wzgdrku aksonu (ang. axon
hillock) (niski prég)

po osiagnieciu potencjatu
progowego otwieraja sie kanaty
sodowe sterowane napigciem —
doptyw jonéw sodowych NaT
dodatkowo depolaryzuje
membrane

zamykaja si¢ kanaty sodowe

otwieraj3 si¢ sterowane
napigciem kanaty potasowe —
wyptyw jonéw potasowych Kt
\\ - faza depolaryzacji
hiperpolaryzacja (polaryzacja
btony ponizej wartosci
spoczynkowej) \, neuron nie
impulsuje (okres odpoczynku)

zamykaja sie kanaty potasowe

pompy sodowo-potasowe
usuwaja jony NaT i dostarczaja
jony K+przywracajqc potencjat
spoczynkow

ndrzej Pacut
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- Dziatanie neuronu

@ Dodatkowe uwagi

o ze wzgledu na uptywnos¢ jonéw (ang. ion leakage), neurony moga
wytwarza¢ impuls nawet bez stymulacji
o niektére dendryty moga wytwarza¢ impulsy, niektére aksony nie impulsuja
o zaktada sieg, ze informacja jest przenoszona przez
o impulsy (ang. spikes)
e wzorce w postaci serii impulséw (ang. trains of impulses)
@ catkowity czas sygnatu pojedynczego impulsu: 0.2 - 5 msec, czestos¢
impulsowania u cztowieka srednio 100 Hz (niektére neurony nawet do 1000
Hz)

o predkos¢ transmisji sygnatu 0.9 -90 mm/msec.
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® Model Hodgkina-Huxleya, 1952

@ prad membrany

Om d’l:lgt) = 2'K T iNa “F iL
gdzie
ina = (Una — u(t)) gna kanat sodowy
ik = (Uk —u(t)) g« kanat potasowy
iL=—u(t) gL uptywnoséé

a potencjaty réwnowagi Un, and Uk dane sg réwnaniami Nernsta

-
i
N
-

http://www.vce.bioninja.com.au/
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- Dziatanie neuronu

® Model Hodgkina-Huxleya, 1952 (2)

@ stany otwarcia m, n lub zamkniecia h bramek sterowanych napieciem
zmieniaja si¢ zgodnie z niezaleznymi procesami Markowa

i—f — (V)1 —2) = Ba(V)z, o€ {m,m,h}
gdzie 1/, 1/ sa statymi czasowymi

@ przewodnosci kanatéw

gk =n'(t) gk
gNa = m’ (t) h(t) gna
tzn. kanat potasowy jest otwarty, gdy cztery bramki h s3 w stanie 1, a
kanat sodowy jest otwarty gdy trzy bramki n i bramka h s3 w stanie 1,
o dla aktywacji m, n, intensywnosci oz (u) and B (u) sa nieliniowymi
funkcjami napiecia
—L,

e =9 exp(—Ly)’

Be = co exp(—M,), x € {m,n}

gdzie L., M, s3 liniowymi funkcjami u o dodatnich wspédtczynnikach,
cg > 0, a dla inaktywacji role a and (8 s3 zamienione
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Transmisja sygnatu wzdtuz aksonu do synapsy
Transmisja ciagta

@ akson niemielinowany

@ zmiana potencjatu, powodujac
przeptyw jondw, przemieszcza @
sie przez membrane aksonu
depolaryzujac sasiednie miejsca
and powodujac “wedréwke”

proceséw polaryzacji i ol T T e
e a
depolaryzacji e et g
. F + - = + +
@ ze wzgledu na depolaryzacje, K ‘
przemieszczanie sie¢ w PR o, Action potential
przeciwnym kierunku nie jest -
moszliwe g e
D e

ibbiology wikifoundry
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- Dziatanie neuronu

® Transmisja sygnatu wzdfuz aksonu do synapsy
Transmisja skokowa

® mielina (ang. myelin sheath) tworzona jest przez komérki glejowe (mézg) i
komérki Schwanna (wtékna obwodowe)

@ mielina izoluje akson znacznie silniej ttumiac sygnat zwiekszajac szybkosé
sygnatu (z 0.5 m/s. dla aksonéw niemielinowanych do 130 m/s dla
aksonéw mielinowanych)

@ potencjat czynnosciowy jest wzbudzany tylko w wezfach Ranviera (ang.
Ranvier nodes): doptyw jonéw sodu Nat wywotuje depolaryzacje
wystarczajaca do przekroczenia progu w nastepnym wezle
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- Dziatanie neuronu

® Synapsy

@ komunikacja miedzy neuronami odbywa sie gtéwnie za posrednictwem
struktur zwanych synapsami

@ synapsy tacza akson z dendrytem lub akson z aksonem, ale mozliwe s3
takze inne kombinacje

@ neuron (i jego struktury) wysytajacy sygnat nazywamy presynaptycznym, a
neuron odbierajacy sygnat - postsynaptycznym

@ w zaleznosci od sposobu przekazywania informacji rozrézniamy synapsy
chemiczne i synapsy elektryczne

@ synapsy chemiczne s3 znacznie (103) razy wolniejsze niz elektryczne, ale
pozwalaja na wzmacnianie sygnatu
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o Dziatanie neuronu

@ Synapsy
Synapsy elektryczne

0 Bieciriiel ymaper

@ synapsa elektryczna umozliwia
przeptyw jonéw bezposrednio do
komorki postsynaptycznej, poprzez
szczeliny proteinowe (ang. gap
Junction proteins) w przylegajacych
(ang. fused) (2-4 nm) membranach
komérek

Marure RiviFerd | i e d
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® Synapsy

Synapsy chemiczne

@ synapsa chemiczna: kolbka synaptyczna
(ang. synaptic knob) w aksonie -
szczelina synaptyczna 15-200 nm - kolec , . ... imupee
dendrytyczny (ang. dendritic spine) I
o kolbki wypetnione sa pecherzykami [
(ang. synaptic vesicles) ¢ 50-200 nm . \\

zawierajacymi czastki neurotransmitera %

-

@ prawo Dale’a: neuron produkuje tylko
jeden rodzaj neurotransmitera ale moze
mieé receptory réznych
neurotransmiteréw

@ synapsa chemiczna uwalnia czastki
neurotransmitera z neuronu
presynaptycznego, ktére przeptywaja
przez szczeline synaptyczna (ok. 20 nm)

i pobudzaja receptory w btonie A eracions wiih chemical ynapace, Natue Revens
postsynapstycznej, umozliwiajac Nerersine 15, 50-200 (k)
przeptyw jonéw do komorki

®Andrzej Pacut SNR
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® Synapsy

Potencjaty presynaptyczne

Michael D. Mann, Ph.D., The Nervous System In Action, 1997-2017, http://michaeldmann.net;
http://cnx.org/contents/185cbf87-c72e-48f5-b51e-f14f21b5eabd@10.117, OpenStax, Biology.
OpenStax CNX.
@ synapsa jest potaczeniem zakonczenia aksonu neuronu presynaptycznego
tworzacego kolbke synaptyczng (ang. synaptic knob) z dendrytem neuronu
postsynaptycznego (na miesniach: ztacza neuromuskularne)

o kolbka synaptyczna jest wypetniona pecherzykami zawierajacymi
neurotransmitter

@ presynaptyczny potencjat czynnosciowy dochodzac do zakonczenia aksonu
(kolbki synaptycznej (ang. synaptic knob)) otwiera kanaty sodowe
bramkowane napieciem

@ potencjat czynnosciowy na kolbce synaptycznej otwiera kanaty wapniowe
Ca++

o jony wapnia Ca™™ uaktywniaja ruch pecherzykéw synaptycznych (ang.
synaptic vehicles) i wywotuje rozpad niektérych pecherzykéw

@ ich neurotransmiter jest uwalniany do szczeliny synaptycznej (ang.
synaptic cleft)

®Andrzej Pacut
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@ Synapsy

Potaczenia neuronéw

@ liczba synaps ok. 10*! — 10'2
o gestosc synaps: 750 - 10° /mm?
@ zbieznos¢ 8000 synaps /neuron
o do ponad 100 000 (komérki
Purkiniego)
@ rozbieznos¢: 1000 synaps dla aksonu

o komérka granularna - sygnat do ok.
300 komoérek Purkiniego
o 200 synaps na 1 mm dtugosci aksonu

Synapsy pomiedzy dwoma aksonami (czer-
wone) i komérka neuronowa (zétta). Kolo-
rowany obraz mikroskopu skanujacego po-
wigkszenie 10000 razy

Wywiad z Rodolfo Llindsem. “The
electric brain,” NOVA Web site,
http://www.pbs.org /wgbh/nova/mind/electric.html
(accessed Dec. 1,2008).
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2.3 Biologiczne sieci neuronowe
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@ Naturalne systemy neuronowe
Potaczenia neuronéw

@ potaczenia pomiedzy
e wyréznionymi komérkami Moioscommana

Categorical judgments, _140:480

e grupami komorek Gecison matdng o

o niespecyficzne w/

® sprzezenia zwrotne e ¥ 2
przyktad: kora mézdzku = jadra

podstawowe = talamus =- kora
mézdzku

Simple visual forms

@ rodzaje przewodnictwa

o substancja szara: ciata R —" e i
neurondw, dendryty, synapsy; i
kora mézgu i mézdzku, jadra [Thorpe & Fabre-Thorpe 2001]
mézgu, rdzen kregostupa, Y. Le Cun (2016). Deep Learning. Ui //indico.cern. ch/event/
niemielinowane aksony 510372/attachments/1245509/1840815/1lecun- 20160324~ cern.

g 5 o M pdf intelligent machines

o substancja biafa: mielinowane

aksony
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@ Naturalne systemy neuronowe
Topologia pofaczen

3 jadro ciata suteczkowatego
° jqdra w podwzgdrzu
) WarstWy kora potyliczna :

pierwszorzedowa kora wzroko-
wa

(left, 7 layers)

drugorzedowa kora wzrokowa
(right, 6 layers)

kora mézgu (6 warstw)
kora mézdzku (3
warstwy)

Lateral Geniculate Nucleus
(we wzgdrzu): jadro utworzone
z 6 pofatdowanych warstw, war-
stwy 1, 4, 6i 2, 3, 5 otrzymuja
informacje z jednego oka; war-
stwy 1 i 2 przetwarzaja potoze-
nie i ruch, warstwy 3-6 wspo-
magaja ostrosci widzenia i prze-
twarzaja kolor

@ pofatdowane, natozone

wszystkie zdjecia za zezwoleniem: Digital Anatomist Project at the University of Washington,
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® Naturalne systemy neuronowe
Mézg: Przekréj pionowy

prawa pétkula mézgu

B WN

90-10° neurons, 0.2 m2, bruzdy, ptaty 7
8,10

fotografia za zgoda Digital Anatomist Project
at the University of Washington 9
11

®Andrzej Pacut

pfat czotowy, kora ruchowa M1
mowa, przetwarzanie informacji,
uwaga

ciato modzelowate
sklepienie
podwzgdrze

pfat skroniowy, kora stuchowa
Al

pfat ciemieniowy, kora
somato-sensoryczna S1,
skéra, pozycja

wzgorze
mozdzek
most

rdzen przedtuzony
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® Naturalne systemy neuronowe
Mézg: przekréj poziomy

fal -2 1,9 ptat czotowy:
kora ruchowa M1 mowa,
| 1@ przetwarzanie informacji,
2 uwaga

11 2,10 jadro ogoniaste
3,11 sklepienie
4,12 skorupa

=t 5,13 wzgdrze

| 14 6,14 hipokamp:
Eamigé asocjacyjna, pamiec
rétkoterminowa, orientacja

15
3D, emocje (ukfad limbiczny)
E 1% | 7,15 ptat skroniowy
1 o ora stuchowa Al
i 17 %o o
= i 16 mozdzek
S ;
fotografia: za zgoda Digital Anatomist Project 8,17 pfat POfy/lCZny,
at the University of Washington ora wzrokowa V1

®Andrzej Pacut SNR
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@ Naturalne systemy neuronowe
Mézdzek

Stellate cell Purkinje cell
Climbing fiore

Parallel fibre

Parallel
fibres .~

Purkinje

cell
allel fibre

Climbing fibre

* Climbing Purkinje cell

4

Grﬁnular T+

cel F
fibre

Mossy +7
fibre
witékna réwnolegte i witdkna pnace

fotografia: za zgoda Digital Anatomist Project at the University of Washington

@ struktura potaczen mézdzku
o widkno mszyste (ang. mossy fiber) do ok 500 komérek granularnych

o komérka granularna do ok. 300 komérek Purkiniego;
o komérka Purkiniego od ponad 200000 komoérek granularnych
o facznie ok 104 synaps

Semestr zimowy 2021/2022 65 / 531
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@ Elementy budowy biologicznych systeméw neuronowych
Neurony w mézgu

@ liczba neuronéw: w mézgu ludzkim ~ 86 mld. neuronéw
(Herculano-Houzel and Lent (2005), Azevedo et al. (2009))
(w tym kora mézgu: ~ 16 mld. neuronéw)
moézdzek: 69 mld. neuronéw

@ liczba innych komérek: w mézgu ludzkim ~ 85 mld.

@ masa mézgu: 1508 g (w tym kora 1233 g)
moézdzek: 154g

@ objetos¢ mézgu 1400 cm3,

@ powierzchnia kory mézgu: 2400 cm?

10 000 + African elephant Spherlrn
Dusky dolphin TIEID
1000 4 Man ’/Elue whale
c Chimpanzee i
E: D/ ® e Hippopotamus
5 100+ Rhesus monke! P'./
2 Dog "9
@
= at
'E 10 A Squirrel
el edgehog
1- Mouse Rat
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@ System nerwowy
System nerwowy jako ukfad sterowania

uwaga e rozréznianie bodzcéw e pamie¢ e rozpoznawanie @ kojarzenie ® poréwnywanie
komunikacja e dedukcja e uczenie e inteligencja ® Swiadomos¢

receptory: Central N.S.

Srodowiska odlegtego
(oczy, uszy)

Srodowiska bliskiego
(receptory skéry) 1 [H

pozycji

(receptory w labiryncie, L "
przeguby, Sciegna Peripheral N.S. Ineil migsnie prazkowa-

miesnie) :3’{ R ==

SPINAL
CORD

BRAIN

|
U

Somatic system

I
U

Autonomic system

| I T Elg”'cm*y
receptory wewnetrzne ‘
ptory wewne ]
n " M @ miesnie serca

El migénie gtadkie
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@ Sterowanie

@ receptory: neurony przetwarzajace sygnaty fizyczne w elektryczne
e telereceptors: rozpoznawanie $rodowiska odlegtego (uszy, oczy)
e exteroceptors: rozpoznawanie srodowiska bliskiego (receptory skéry)
o proprioceptors: okre$lanie potozenia ciata w $rodowisku (labirynt, receptory
miesni, Sciegien, przegubdw)
e interoceptors: rozpoznawanie stanu organéw wewnetrznych
@ receptory: podziat tradycyjny - zmysty: smak, wech, stuch, wzrok, dotyk
o podziaty bardziej szczegétowe, np. dotyk: lekki, lekki ucisk, silny ucisk,
wibracja, temperatura, bdl, etc.
o inne zmysty: ultra-fiolet (pszczoty), podczerwieri (weze), fale EM 50-5000
Hz (ryba elektryczna), fale EM 0.1-20 Hz (rekiny), przemieszczenie wody
(wodne kregowce), pole magnetyczne (gotebie)

@ koncepcje uktadéw sterowania

e system hormonalny (ang. endocrine) (hormonalny) poprzez wydzielanie
hormonéw do krwi przez gruczoty hormonalne i przenoszenie ich do
odpowiednich komérek

o system nerwowy komunikujacy CNS z mie$niami i gruczotami za pomoca
sygnatéw elektrycznych (o naturze chemicznej) - szybszy, bardziej
zlokalizowany

e zintegrowana sie¢ neuronowo-glejowa
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

Temat 3: Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

31
3.2
33
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8

Sygnaty w sztucznych sieciach neuronowych
Sztuczny neuron

Warstwy

Konstrukcja sztucznych sieci neuronowych
Uczenie sieci

Sieci statyczne a sieci dynamiczne

Tablice wielowymiarowe i tensory

(® Splot 2D
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LSygnafy w sztucznych sieciach neuronowych

3.1 Sygnaty w sztucznych sieciach neuronowych
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LSygnal’y w sztucznych sieciach neuronowych

Inspiracje biologiczne
Sygnaty w sieciach naturalnych: struktura czasowa

+40
E MNM\/\AN

g Acton potental I

Digial Signal

z-7
40 ' ' 4| u u U I—‘ L
i T'"”S“”—l D. Chen, E.E. Fetz, “Characteristic Mem- Nearon Spiking Signal
-60- EPSPs brane Potential Trajectories in Primate
ﬁ’{ﬁl 1; L\.‘ Sensorimotor Cortex Neurons Recorded In L L .
801 Stimuii e Vivo", Journal of Neurophysiology vol. 94, A AN LRI ook bt 0 s

2005, 2713-2735

Time —»

Wersje sygnatu neuronu sztucznego inspirowane przez rézne skale czasu
obserwacji btony komérkowej neuronu i licznosci obserwowanych neurondw

@ sygnat analogowy: potencjat btony komérkowej

@ sygnat binarny: aktywno$¢ neuronu (0-1)

@ sygnat impulsowy: odlegtosci miedzy impulsami neuronu
°

sygnat analogowy: intensywno$¢ impulsowania neuronu lub $rednia
intensywno$¢ impulsowania zbioru neuronéw
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LSygnal’y w sztucznych sieciach neuronowych

Inspiracje biologiczne
Sygnaty w sieciach naturalnych: struktura przestrzenna (1)

{ ) Stapes Fibers of @
i / sensory

neurons

Round/ | Scalal Basilar

) Cochlear
window | tympani membrane duct
(b} !

: fotoreceptory siatkéwki: A) czopki (ang. cones) w centrum, B) czopki i
: preciki (ang. rods) poza centrum
Iﬁela::'ve |Base Apex Christine A. Curcio e.a. Human photoreceptor topography. J. Comp. Neurology, Feb.
lengths
longhhe | 1990, vol. 202 n.4, pp. 497-523
fibers
within
different ||
regions |
of basilar
membrane | !
Hz Hz Hz Hz
20,000 1500 500 20
(High notes) (Low notes)

(c}

mechanizm stuchu
Elaine N. Marieb, Essentials of human anatomy
and physiology,
http://slideplayer.com/slide/7601597/25

! 1
u € RP u € RP XP
ica 1D _wektg tablica 2D, macierz
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LSygnal’y w sztucznych sieciach neuronowych
Inspiracje biologiczne
Sygnaty w sieciach naturalnych: struktura przestrzenna (2)

Orientation
columns

Ocular dominance
columns

rozktad czopkéw R,G,B w poblizu centrum
siatkowki
Ethan D. Montag, JIMG 774 Vision and Psychophysics
https://www.cis.rit.edu/people/faculty/montag/
vandplite/pages/chap_9/ch9pl.html

moduty kory mézgu: struktura kolumnowa obszaru V1 kory
Lippincott, Williams and Wilkins, Neuroscience: Exploring the Brain,
Wolters Kluwer Health 2007, Chapter 10: The Central Visual System.
http://slideplayer.com/slide/5776936,/

IS
u € RP XP X3 )
tablica 3D u € RP XPXP
tablica 3D
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LSygnal’y w sztucznych sieciach neuronowych

Sygnaty w sztucznych sieciach neuronowych

@ typowa sztuczna sie¢ neuronowa ma postaé tzw. warstw neurondw, ktére
sg potaczone szeregowo

@ stosuje sie szereg rodzajow warstw, od ktérych zaleza wtasnosci sieci
@ sygnaty w sieciach neuronowych zwykle do jednej z trzech klas:
o skalaréw, bedacych np. sygnatami wyjsciowymi neurondéw
o wektoréw, bedacych np. sygnatami wyjsciowymi tzw. warstw
perceptronowych, lub sygnatami wejsciowymi (zwykle wektorami cech)
o tablic rzedu 2 (macierze) lub rzedu 3 reprezentujacych obrazy lub
przeksztatcone obrazy - najczesciej jako wejscia i wyjscia tzw. warstw
splotowych

@ wszystkie powyzsze klasy sygnatéw obejmuje sie wspdlng nazwa tensoréw
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O Sztuczny neuron

3.2 Sztuczny neuron
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L Sztuczny neuron

Struktura neuronu

u @wbﬂi)

(: neuron jako transformacja sygnatéw,
R pole recepcyjne, u € R: wejscie,
w, b: parametry neuronu

@ zrédfa sygnatu wejsciowego neuronu (inne neurony lub sygnaty wejsciowe
sieci) nazywamy polem recepcyjnym R tego neuronu
@ sygnat wejsciowy neuronu zapisujemy w postaci tablicy
e tablicy 1D (np. wektor cech obrazu lub obraz wektoryzowany)
e tablicy 2D (np. macierz stopniach szaroéci obrazu, dla tzw. sieci splotowych)
e 3D - tablicy 3D (np. obraz RGB dla sieci splotowych)
o wektoryzacja tabeli
e tablice mozna wektoryzowaé, tzn. zapisaé postaci wektora (w dowolny
ustalony sposéb)
o zaleta: unifikacja wtasnosci
o wada: wektoryzacja gubi zwigzki przestrzenne miedzy elementami obrazu
(topologie obrazu)
e wada: trudne wykrywanie i operacje na kierunkach, skupieniach, wzorcach

@ sygnat wyjsciowy neuronu jest skalarny
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L Sztuczny neuron

Roéwnanie neuronu

@ standardowe réwnanie neuronu

biologia: potencjat czynnosciowy
czeé¢ afinicznaz

—_——
y=p(u)=g(b+ Z wit; )
u;ER

suma wazona wej$¢

biologia: dziatanie synapsy ueER: sygna’(y w polu
fs g e .. . recepcyjnym,
o cze$¢ afiniczna z (“filtr liniowy”): suma b: obcigzenie, w: wagi,
obcigzenia oraz sumy wazonej wej$¢ 2: (skalarny) sygnat liniowy,
o cze$¢ nieliniowa: funkcja aktywacji czesci g: funkcja aktywacji

afinicznej y = g(z)

@ nieliniowo$¢ neurondw jest ich niezbedna cecha umozliwiajaca
aproksymacje i klasyfikacje przez sieci neuronowe
o (multi)indeksy i zaleza od struktury tablicy wejSciowej, np.
o ¢ dla wektoréw lub tablic wektoryzowanych
e z,y dla macierzy (np. obrazu 2D w skali szarosci)
e z,y,d dla warstwy 3D (np. obrazu RGB lub zbioru obrazéw 2D)
® i1,...,in dla warstwy nD
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L Sztuczny neuron

Roéwnanie neuronu
Parametry

@ wektorowe réwnanie neuronu

p(u) = g(b+w'ur)

gdzie ur jest podwektorem wektora u o
elementach z pola recepcyjnego

schemat wektorowy neuronu

@ parametry: wagi w i obcigzenie b podlegaja zwykle procesowi uczenia

@ przeciwienstwo obcigzenia d = —b interpretowane jest jako prég
stymulacji, zatem neuron oblicza funkcje aktywacji ponadprogowej
kombinacji liniowej wejé¢ i wag

@ obciazenie wtaczane do wektorowych réwnan neuronu jako waga
dodatkowego statego (np. jednostkowego) wejscia

g(u) = g(z wiu; )
gdzie up =1, wo =b i=0

@ hiperparametry: elementy strukturalne dopasowywane po zakonczeniu
uczenia wag, lub w ogdle nie modyfikowane
e funkcja aktywacji g
o pole recepcyjne R
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L Sztuczny neuron

Typowe neurony
Funkcje aktywacji

w perceptronie Rosenblatta a obecnie w SVM stosowane s3 twarde nieliniowosci: (funkcja
znaku lub funkcja skoku)

w sieciach Adaline stosowano aktywacje liniowe

w aproksymatorach perceptronowych stosuje sie zwykle sigmoidy

w klasyfikatorach perceptronowych stosuje sie zwykle sigmoidy i funkcje softmax

w sieciach splotowych stosuje sie zwykle funkcje prostujace ReLU (ang. rectified linear units)
(Nair and Hinton 2010) i sigmoidy oraz softmax

AY v
y

N

1]
—_— ]
—_—1 funkcja sigmoidalna

funkcja skoku, funkcja funkcja liniowa g(—o0) =a < g(c0) =
znaku b, niemalejaca
Y
Ay

Yy

I z
z z

S “funkcja prostujaca”
(standardowy) s:gmotd RelLU softplus (soft ReLU)
g(z) = m g(z) = 0 2<0 In(1 4 €*)

Yz z20
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L Warstwy

3.3 Warstwy
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad
L Warstwy

Warstwy

@ warstwa: tablica (1D, 3D, ...) neuronéw ¢ wyko-
rzystujacych te same wejscia (z poprzedniej war-
stwy lub warstwy wejsciowej)

e kazdy neuron moze mie¢ inne pole recepcyjne
w ramach tablicy wej$é¢

o sygnat wyjsciowy warstwy ¢(u) jest tablica o
takim samym rozmiarze jak tablica neuronéw
(gdyz kazdy neuron ma jedno wyjscie)

@ na ogdt zaktada sie, ze nie ma potaczen pomiedzy neuronami warstwy
(cho¢ neurony te sa zalezne ze wzgledu na proces uczenia)

@ podstawowe typy warstw uzywanych w sieciach perceptronowych i
gtebokich sieci splotowych
e warstwy perceptronowe: liniowe i nieliniowe warstwy 1D
e warstwy liniowe 3D o potaczeniach lokalnych
e warstwy liniowe 3D o potaczeniach lokalnych i wspétdzielonych wagach:
warstwy splotowe
warstwy nieliniowe
warstwy agregujace (ang. pooling layers)
warstwy normalizujace
warstwa softmax
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad
L Warstwy

Typy warstw
Warstwy liniowe 1D

@ pola recepcyjne R; sa zwykle identyczne:
pofaczenia kompletne ze wszystkimi sygnatami
poprzedniej warstwy

@ warstwa liniowa o potaczeniach kompletnych
realizuje przeksztatcenie afiniczne ("“liniowe")

yi = p(u) =b; + Z’wijuj
J

@ notacja wektorowo-macierzowa

y=¢(u)=b+Wu

gdzie
ul b1
u = , b=]:
Up bq
b
T 0
w1 wir e wip ":@EM)
W = . = : . : neurony @
- . . .
Wq Wa,1 Wa,p wizualizacje liniowej warstwy
—_— X
wejscia perceprtonowej
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L Warstwy

Typy warstw
Warstwy liniowe 3D

@ liniowe warstwy 3D ztozone sa z wielu (D) kanatéw (lub: pdl aktywacji)

o kazdy kanat (d) warstwy ma jednakowy rozmiar (maksymalnie nx X ny, w
zaleznosci od uwzgledniania warunkéw brzegowych) i otrzymuje sygnaty ze
wszystkich D’ kanatéw poprzedniej warstwy (nie ma potaczer z kanatami
biezacej warstwy)

o kazdy neuron kanatu d wykorzystuje tylko sygnaty ze swojego pola
recepcyjnego o rozmiarze < dx X Jdy i oblicza ich funkcje afiniczng
("liniowa”)

@ wyjscie kazdego kanatu (o indeksie d) mozna zapisa¢ w postaci sumy dziatai na
wszystkich kanatach poprzedniej warstwy

Yzyd = bzyd + E E Wayd, oy’ d! Uz!y d’
d" (2'y)ERayd
o xyd s3 indeksami neuronu zy w kanale d
o wejscie warstwy jest tablica U’ = Ugryr g Przedstawiang jako d' kanatéw

Ugy; podobnie wyjscie warstwy jest tablica y = yzy4

o wagi neurondw tworza tablice W = w g 74/, Obciazenia tablice b = byyq
(tensory rzedu 6 i 3)
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L Warstwy

Typy warstw
Liniowe warstwy splotowe 3D, wspétdzielenie wag

® wspdidzielenie wag (ang. weight sharing) w gtebokich sieciach splotowych
3D: zatozenie, ze wagi, obcigzenie i ksztatt pola recepcyjnego sa
identyczne dla kazdego neuronu w ramach tego samego kanatu

@ w rezultacie, znacznie (nxny krotnie zmniejsza sie liczba wag i obciazen
warstwy

@ warstwa ze wspétdzieleniem wag
Yzryd = bd aF E E wa)'y'd'duz',y',d'
d’ (Elyy,)ERmy
zatem W jest tensorem rzedu 4, b tensorem rzedu 1

@ indeksy pola recepcyjnego dla kanatu wygodnie indeksowaé wzgledem centrum
(z,y) tego pola; wyjscie warstwy zalezy od splotu wag i wej$¢ (stad nazwa warstwy)

Yoyd = ba + E E WA/ Ay’ ,d ,dbz+Ac! y+Ay’,d’
4 (Az/,Ay')ER
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L Warstwy

Typy warstw
Warstwy nieliniowe

@ typowa warstwa nieliniowa: ztozenie warstwy
liniowej i tablicy funkcji aktywacji; w wyniku:
tablica o rozmiarze warstwy liniowej

o (nieliniowa) warstwa perceptronowa realizuje
funkcje aktywacji wyj$¢ warstwy liniowej

Yi = g(bi + Z Wijuj)
J
tzn. w notacji wektorowej dla potaczen
kompletnych
y=gb+ Wu)

@ (nieliniowa) warstwa splotowa 3D: funkcja
aktywacji wyjs¢ splotowej warstwy liniowej

. (bd‘i‘z Zw , Lo , , /) wizualizacje nieliniowej
Yzyd =8 Aa’, Ay’ d' dYatAz’ . y+Ay’,d" | \warstwy perceptronowe]
d/ (Ax/ ,Ayl)
ER
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L Warstwy

Typy warstw
Warstwy skalujace

@ warstwa skalujaca normalizuje sygnaty w ramach réznych obszaréw i
zbioréw danych
@ gtdéwne podejscia
e normalizacja kanatfu porcjami danych T (ang. batch normalization):
normalizacja T' X X X Y dla zadanego kanatu d
e normalizacja warstwy: normalizacja X X Y x D dla zadanej chwili ¢

e normalizacja kanatu: normalizacja X X Y dla kazdej chwili t i kazdego
kanatu d

normalizacja kanatu porcjami normalizacja warstuy narmalizacja kanalu normalizacia grupy kanaldw

Yuxin Wu Kaiming He, Group Normalization, 2018,
https://arxiv.org/pdf/1803.08494. pdf
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LWarstwy

Typy warstw
Warstwy skalujace - Normalizacja statystyczna

@ oblicza $rednia i wariancje empiryczng porcji danych {x(1),...,x(N)}
(wektoréw, obrazéw), tzn.

— N
| - % [|f<(t?||2] =Tl -
fal Z
@ normalizacja danych
1

(1)’ =

——(a(t) - 7)

@ wielko$ci &, s mozna dodatkowo adjustowaé podczas uczenia

@ warstwa normalizujaca wstawiana jest zwykle miedzy warstwe liniowa a
nieliniowo$¢

@ zastosowanie normalizacji kanatéw porcjami w sieci BN-Inception (Google,
Inception ver. 2, 2015) o rekordowo niskim btedzie klasyfikacji 4.8%
cztowiek — 5.1%) (loffe and Szegedy 2015
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LWarstwy

Typy warstw
Warstwy agregujace (podprébkujace)

® warstwa podprébkujaca lub (ang. subsampling layer) lub agregujaca (ang.
pooling layer) 3D: kazdy kanat tworzony poprzez agregacje w obszarze
agregacji A odpowiadajacego mu kanatu poprzedniej warstwy
@ agregacja moze polegaé np. na obliczeniu
e wartosci maksymalnej (ang. max-pooling) w ramach obszaru agregacji

kanatu
Y; = Max u
‘ u€EA;

o Sredniej wazonej (ang. average pooling)
_ 1
Yi =T = —— g u
flAsll
u€EA;

@ brak parametréw decyzyjnych; hiperparametry definiuja obszar agregacji:
najczesciej 2 X 2 lub 3 x 3
o efektem dziatania warstwy agregujacej jest
e podprébkowanie obrazéw (zmniejszenie czestotliwosci probkowania w

ramach kanatu)
e zmniejszenie wrazliwosci wyj$¢ kanatu na niewielkie przesuniecia obrazu
o usrednianie szumoéw
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LWarstwy

Typy warstw
Warstwa softmax

@ softmax: funkcja s : R™ — [0,1]™ o sktadowych

def def exp u;
si(ut, um) = 8i(u) = =m———
D op, €Xp Uk
@ funkcja softmax przeksztatca dowolne wejscia u1,.., um W wyjscia y1,.., Ym,

ktére
e zachowuja porzadek, tzn

u; <uj = Y <Yj

@ maja wtasnosci m-punktowego rozktadu prawdopodobienstwa
m
Ywi=1 i 0<m<l, i=l.m
i=1

@ warstwa wyjsciowa softmax w klasyfikatorach, pozwala na traktowanie
wyjs$¢ jako rozktad prawdopodobienstwa
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L Warstwy

@ Typy warstw

Softmax - zwigzek z maksimum

@ argumenty funkcji softmax skaluje sie wprowadzajac temperature T' > 0
8" (w) € s(u/T)
o T ™\, zaostrza rdznice ,,prawdopodobienstw” - stosowane dla wiarygodnych
wynikéw
o dla T' = 0: softmax skupia sie wokdt argumentéw ekstremalnych
(aproksymuje funkcje arg max)
() 1/M  jesli si(u) = max; s;(u)
s (uw
T—0 (0 w przeciwnym przypadku
gdzie M to krotnos¢ ekstremum globalnego max; s;(u) (warstwa WTA
(ang. winner takes all))
@ T / wygtadza ,rozktad”; stosowane dla mato wiarygodnych wynikéw
@ dla T' — oo: rozktad réwnomierny
(® przykiady sT(1,1,1) = (1/3,1/3,1/3)
sT(1, -3, 1) (05005)

sT(— ,1,—3) (0 1,0)
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L Konstrukeja sztucznych sieci neuronowych

3.4 Konstrukcja sztucznych sieci neuronowych
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L Konstrukeja sztucznych sieci neuronowych

Sztuczne sieci neuronowe
Budowa sieci z warstw

potaczenie szeregowe warstw jest zto-

pofaczenie réwnolegte warstw tworzy seniem przeksztalced w  kolejnych
sie poprzez scalenie (konkatenacje) warstwach
ich wyjs¢

p(u) = ¢ (p' (u))

y=(y,y") tzn o= (o' ¢") 4
tzn. @ = op

@
u' 7
— ol — @
o u 1x 2 Y.
. . — ==
u Y
—= ¢2
@ wynik réwnowazny warstwie o ° w przypadku m.ell.nlow.ym Jes.t.
: .. struktura bardziej ztozona niz
wigksze liczbie wejs¢ .
pojedyncza warstwa
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L Konstrukeja sztucznych sieci neuronowych

Sztuczne sieci neuronowe
Sie¢ wielowarstwowa

@
u | u o) Y=y el L Mo oD »0 |y
wia rstw u kryte warstwa ﬂS,C owa

@ sie¢ wielowarstwowa ¢ jest potaczeniem szeregowym warstw

N O I € B 2 S C SR

@ tzn. przeksztatcenie sygnatu jest ztozeniem przeksztatcen w warstwach

p(u) =" ("1 (¢ (w))

b= Lp(L)o. ..0p
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L Konstrukeja sztucznych sieci neuronowych

® Sztuczne sieci heuronowe

Sieci warstwowe bez sprzezen

y,mé" “ @ YU L] e ‘
u ( W’ y

szyna danych |

@ w sieci warstwowej bez sprzezeri ¢ kazda warstwa otrzymuje sygnaty
wyjsciowe wszystkich poprzednich warstw i sygnat wejsciowy sieci

w® =u, uw®=(uy?), . w® = @D yE), k=2 L

przeksztatcenie sygnatu w sieci warstwowej bez sprzezen ma postaé y = o¢(u) =
(u g™, ... yP), gdzie
y(O) —

u
RCONNPRCIMOR

vy =M@,y g k=1, L

9

® kazda sie¢ bez sprzezen jest réwnowazna pewnemu perceptronowi wielowarstwowemu
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L Konstrukeja sztucznych sieci neuronowych

Podstawowa sie¢ dwuwarstwowa

@ podstawowa sie¢ dwuwarstwowa
¢~,n: dwuwarstwowy perceptron

¢y.n(u) = w'y(B + Vu)

h
Z wivi (B + Vu)

i=1

ktérego

podstawowa sie¢ dwuwarstwowa o warstwa ukryta o h neuronach ma
identyczne funkcje aktywacji vy

o warstwa wyjsciowa jest liniowa o
zerowym obcigzeniu
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L Konstrukeja sztucznych sieci neuronowych

Podstawowa sie¢ dwuwarstwowa

Uniwersalny aproksymator

@ zadana klasa funkcji, np.

funkcji o wartosciach R okreslonej na R (np. aproksymacja funkgcji czasu)
funkcji o wartoéciach {0,1} okreélonej na kostce {0, 1}* (np. aproksymacja
funkgji boolowskiej k zmiennych)

funkcji o wartoéciach R okreslonej na R? (np. aproksymacja obrazéw)
funkgji o wartodciach 1,. ..,k okreslonej na X x Y (klasyfikacja obrazu w
skali szaroéci na k klas)

funkcji o wartosciach 1,...,k okreslonej na X x Y x {1,2,3} (klasyfikacja
obrazu kolorowego)

o dla zadanej klasy funkcji i zadanej doktadnosci, w rodzinie podstawowych
sieci dwuwarstwowych o odpowiednio duzej warstwie ukrytej istnieje sie¢
dowolnie dokfadnie aproksymujaca te funkcje, tzn. rodzina ta jest
uniwersalnym aproksymatorem (dowolnie bliska?, zadanej klasy?
odpowiednio duzej?...)

@ te sama wiasnos¢ ma dowolny nadzbiér tej rodziny
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

L Konstrukeja sztucznych sieci neuronowych

(®) Graf skierowany

o graf skierowany (digraph) (W, K)
W - zbiér wierzchotkéw
K - zbiér krawedzi skierowanych, podzbiér W x W
@ Sciezka: podzbiér wierzchotkéw
{ao,...,am} such that (a;—1,a;), °
i=1,...,m s3 krawedziami \.a2
(ao= poczatek Sciezki, anm, - koniec $ciezki)
@ cykl: Sciezka zaczynajaca sie i konczaca w ao
tym samym wierzchotku,
tzn. podzbiér wierzchotkéw {ao, ..., am}
taki, ze (ai—1,ai), 1t =1,...,m, i (am,ao)
sg wierzchotkami
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

L Konstrukeja sztucznych sieci neuronowych

(R) Acykliczny graf skierowany

@ acykliczny graf skierowany: graf bez cykli

4 7
@ wierzchotki mozna uporzadkowaé tak, ze 2
jesli z; < xj to i < j (porzadek
topologiczny) i 3 5 5

o dla graféw skierowanych acyklicznych, jesli
istnieje krawedz z X do Y, to
X jest rodzicem Y
PY = zbiér rodzicéw Y
Y jest dzieckiem X;
CX = zbiér dzieci X
o jesli istnieje Sciezka from X do Y to
X poprzedzaY (X <Y),
X jest przodkiem Y
AX = zbiér przodkéw X
Y jest potomkiem X
DX = zbiér potomkéw X

®Andrzej Pacut
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

L Konstrukeja sztucznych sieci neuronowych

Sztuczne sieci neuronowe jako grafy

(O Graf sieci neuronowej

Dowolng sie¢ bez sprzezen mozna przedstawi¢ w postaci acyklicznego grafu
skierowanego (W, K), ktérego

@ wierzchotki W reprezentuja funkcje

@ krawedzie K reprezentuja wartosci argumentéw i wartosci funkcji

krawedzie wychodzace < wartosci funkgcji

krawedzie przychodzace < argumenty funkgji

wierzchotki bez rodzicéw «— wejscia sieci u;

wierzchotki bez dzieci « wyjécia sieci y; lub tzw. koszt sieci

WARSTWA UKRYTA WARSTWA WYJSCIOWA KOSZT
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SNR Sieci neuronowe
Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

L Konstrukeja sztucznych sieci neuronowych

Przyktady sztucznych sieci neuronowych
Sieci gfebokie

@ siec gleboka: sie¢ wielowarstwowa o wiecej (zwykle znacznie wiecej) niz
dwu warstwach

o sieci splotowe

o gtebokie autoenkodery

o giebokie sieci przekonan

e generacyjne sieci antagonistyczne (GAN)
e autoenkodery wariacyjne

°
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SNR Sieci neuronowe

Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

L Konstrukeja sztucznych sieci neuronowych

Przyktady sztucznych sieci neuronowych
Gtebokie sieci splotowe

@ sie¢ splotowa: sie¢ wielowarstwowa (zwykle gteboka) o potaczeniach
lokalnych lub kompletnych, zwykle zgodnie z nastepujacym schematem

wejscie - tablica 2D lub 3D
warstwa splotowa 3D ztozona z wielu map aktywacji 2D;
o glebokosé warstwy = liczba map aktywacji
@ mapa aktywacji: wynik nieliniowej filtracji poprzedniej warstwy
kazdy jej piksel jest funkcja aktywacji kombinacji liniowej jego pola recepcyjnego
we wszystkich mapach poprzedniej warstwy i wag
warstwy agregujace (ang. pooling) (podprébkowanie) - opcjonalne (3D)
warstwy normalizujace - opcjonalne (3D)
warstwy perceptronowe - potaczenia kompletne (geste) (1D)
warstwa wyjéciowa - dla klasyfikacji: warstwa softmax (1D)

= N>
=% |13 N - 13 3&

384 384

Max
pooling
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

L Konstrukeja sztucznych sieci neuronowych

Przyktady sztucznych sieci neuronowych
Gtebokie autoenkodery

Input image Reconstructed image

N Latent Space -7
'~._ Representation 7

Julien Despois, 2017. Autoencoders - Deep Learning bits.
https://ha on. com/au deep-learning-bits-1-11731e200694
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sztucznych sieci neuronowych

Przyktady sztucznych sieci neuronowych
Gtebokie sieci Boltzmanna i gtebokie sieci przekonan

Deep Boltzmann Machine

SNR Sieci neuronowe

28
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v
Via
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0
.
A

Deep Belief Network
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SNR Sieci neuronowe

Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

O Uczenie sieci

3.5 Uczenie sieci
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SNR Sieci neuronowe

Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

o Uczenie sieci

Uczenie sieci

@ uczenie, trening, adaptacja: proces zmian wag (i obciazen) sieci na
podstawie obserwacji $rodowiska, zmierzajacy do tego, by sie¢ neuronowa
dziatata w pozadany sposéb, np. realizowata pozadang funkcje wejéé

@ Srodowisko poznawane jest poprzez obserwacje sygnatéw oddziatujacych
na sie¢ i pewnych sygnatéw dodatkowych, np. pozadanego wyjscia sieci

(®) przyktady wyjs¢ pozadanych
o dla klasyfikacji: wektor y° rzeczywistej przynaleznosci obrazu wejsciowego
o

1 iedli
do poszczegdlnych klas Cy: Yp = 0 J::zlaiyeka

o dla aproksymacji funkcji f: warto$¢ funkcji aproksymowanej y° = f(u)
@ funkcja strat ocenia koszt niezgodnosci pomiedzy rzeczywistym a pozadanym
dziataniem sieci
@ algorytm uczenia wag i obcigzen sieci zwykle minimalizuje funkcje strat
wzgledem tych parametréw
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SNR Sieci neuronowe
Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

o Uczenie sieci

Uczenie sieci

Typowy mechanizm uczenia

® para uczaca: (warto$¢ wejscia sieci, pozadana warto$¢ wyjscia sieci)

@ zbiér uczacy: zbiér par uczacych {(un, yg) ,i=1,...,N}

o w kolejnych krokach treningu t =1,2,...,T, ze zbioru trenujacego
losowane s3 przyktady trenujace (u(t), y"(t)) tworzac cigg uczacy

@ zwykle elementy zbioru trenujacego bedziemy indeksowaé (indeksy od 1 do
N), a elementom ciggu trenujacego przypiszemy argumenty ¢ (od 1 do T')

@ uczenie: rekurencyjna korekcja parametréw (wag, obciazen) 19, np.

algorytm wyjscie wyjécie
uczenia rzeczywiste pozadane
sieci sieci

| 1 T
It +1)=A(9(1), y(t) ,y°(1))

y(t) = ¢(u(t)) — wyjécie sieci

e np. dla sieci perceptronowej

Ot +1) = () — 7 Vo £(y°(1) — y (1))
T N’
gradient odchytka
funkgji wyjscia
strat £
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LSieci statyczne a sieci dynamiczne

3.6 Sieci statyczne a sieci dynamiczne
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LSiet:i statyczne a sieci dynamiczne

Sieci statyczne a sieci dynamiczne

9

@ sieci statyczne y(t) = d)(u(t); 19) .
t
uft)

¥ - wektor parametréw sieci (wagi i
obciazenia dla wszystkich warstw)

@ sieci dynamiczne

y(t) = qb(u(t —1),.. .,u(O);ﬂ)

o sie¢ rekurencyjna
y(t) = ¢(y(t — 1),u(t — 1);9)
o ogdlniej: sie¢ stanu i sie¢ wyjscia  u(t-1
g d] M| (t-1)
z(t) = b (2(t — 1), u(t — 1);95)

y(t) = ¢y ((t — 1); 9y) =)
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LSieci statyczne a sieci dynamiczne

Sieci statyczne z uczeniem

Ly°(f)

N
X

@ sie¢ statyczna z uczeniem

y(t) = ¢ (u(t); 9(1))
Dt +1) = A(I(t),y°(t), y(t))
staje sie uktadem dynamicznym
u() ny

—p
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LSiet:i statyczne a sieci dynamiczne

Sieci dynamiczne z uczeniem

@ sie¢ dynamiczna z uczeniem
@ neuron dynamiczny

e estymuje wtasciwe chwilowe wartosci
wyjscia sieci (jak najblizsze wartosciom
pozadanym)

o analizuje mechanizm zmian relacji
wejscie-pozadane wyjscie

@ proces uczenia musi byé “oddzielony”
od procesu estymacji biezagcych wartosci

e szybka dynamika: mechanizm
okreslania biezacego wyjscia sieci na m
podstawie sieciowego modelu biezacej pad
relacji wejscie - wyjscie pozadane
(niezwigzany z uczeniem)

o wolna dynamika: mechanizm
(uczenia), tzn. modyfikacji modelu
mechanizmu wejscie - wyjscie
pozadane
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LTaince wielowymiarowe i tensory

3.7 Tablice wielowymiarowe i tensory

)Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe d 113 / 531



SNR Sieci neuronowe

Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

I—Tablit:e wielowymiarowe i tensory

@ Tensory
Tensory w fizyce

Materiaty pomocnicze: Brannon (2004), Clarke (2011), Dullemond and Peeters (2010), Feng
(2017), Hackl and Goodarzi (2010), Kolecki (2002), Ostrowska-Maciejewska (2007), Porat (2014),
and Sochi (2016)

@ prawa fizyki powinny by¢ wyrazane w sposéb niezalezny od transformacji
wspotrzednych, tzn.powinny byé prawdziwe w dowolnym dopuszczalnym
uktadzie wspétrzednych

wspétrzedne ortogonalne prostokatne (Kartezjanskie) (z, y, z)
wspoétrzedne ortogonalne cylindryczne (z, 7,y

wspétrzedne ortogonalne sferyczne (1, p, psin @)

wspotrzedne krzywoliniowe

geometria nieeuklidesowa

@ skalar: wielkos¢ niezalezna od uktadu wspétrzednych
(E) przyktady skalaréw: temperatura, dtugos¢ drogi

@ tensor jest funkcja przyporzadkowujaca wektorom wielkosci skalarne
(wymaga uscislenia: jakie wektory? jaka funkcja?)

@ wartos¢ tensora dla jego argumentdw jest skalarem, a wiec nie zalezy od
doboru uktadu wspétrzednych

@ prawa fizyki wyrazane w kategoriach tensoréw nie zaleza od uktadu
wspotrzednych
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

I—Tahlice wielowymiarowe i tensory

® Zmiana bazy
Kontrawektory

@ "V - przestrzen wektorowa skonczenie wymiarowa, tzn. dla zatozonej bazy
E = [ey, .., en] dowolny wektor ¥ € ¥ mozna zapisaé jako

U= E vje; = Ev

U1 J
gdzie v = | : |, przy czym v; sa wspéStrzednymi wektora U w bazie E
Un
o liniowa zmiana bazy: e = Se;, i =1,...,n, tzn. E' = ES gdzie S jest

(dodatnio okreslona) macierza transformacji bazy

o transformacja bazy nie zmienia wektora, zatem wspétczynniki wektora
ulegna zmianie
(E) przyktad: jesli kazdy wektor bazowy a; zmieni sie a;-krotnie (a; > 0) to

1
U= E €ev; = E a;e;v; tzn. U; = —;
a;
czyli kazda ze wspétrzednych zmikni sie 1/a; krotnie

@ w ogdlnym przypadku ¥ = E’'v' = ESv' = Ev zatem wspéfczynniki wektora
ulegaja zmianie przeciwnej niz baza

E' = ES = v =8"1v
- wektory kontrawariantne (tzn. o wspé6trzednych zmieniajacymi sie przeciwnie)
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

I—Tahlice wielowymiarowe i tensory

® Zmiana bazy
Kowektory

o funkcje liniowe wektoréw o wartosciach rzeczywistych f : V — R

fw) =y
Y1
s3 wyznaczane przez wektory dualne y =
Yn
@ zbiér V* tych funkgji jest przestrzenia wektorowa (tzw. przestrzeri dualna)

(E) przyktady negatywne (nieliniowe): g(v) = v'v, g(v) = det(vv")
@ kazda funkcje f mozna zapisaé w postaci wykorzystujacej baze dualna
V = [v1 - - vp], gdzie v; = vi€;, €; jest i-tym wersorem

@ liniowa transformacja bazy pierwotnej E’ = ES pociaga za soba transformacje
bazy dualnej V/ = S—1v

@ w rezultacie wspétrzedne wektoréw dualnych zmieniaja sie zgodnie ze zmianami
bazy - wektory kowariantne, kowektory (ang. co-vary)
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

I—Tahlice wielowymiarowe i tensory

® Tensory
Tensor jako funkcja wektoréw

o tensor rzedu n: funkcja multiliniowa (liniowa wzgledem kazdego
argumentu) o n = p + ¢ argumentach wektorowych v; € ¥ = R™ i
wartosciach rzeczywistych

y = f(vi,..,0p,01,..,0y), y € R, v, €Y, wvieV”
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

I—Tahlice wielowymiarowe i tensory

® Tensory
Tensor jako tablica w zadanej bazie

@ tensor - jako funkcja multiliniowa - moze by¢ zdefiniowany poprzez jej
wartosci dla wszystkich m wektoréw bazowych w R™ dla kazdego sposréd
n argumentéw wektorowych, tzn. poprzez znajomosé m” liczb
rzeczywistych

@ tensor moze by¢ zatem reprezentowany przez pare (F, B), gdzie

o F jest tablicg o rozmiarze m X --- X m

n razy
o B ={ei,...em} jest dowolnie wybrang baza wektorowa w

przy czym zmiana bazy powoduje odpowiednig zmiane tablicy F
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

I—Tahlice wielowymiarowe i tensory

® Tensory
Tensory w informatyce

o jezeli w zastosowaniu nie dokonujemy zmiany bazy, to

@ nie jest istotne rozréznienie miedzy wektorami i kowektorami
o tensor moze by¢ okreslony wprost jako tablica wielowymiarowa m X --- X m
—_——

n razy
o taka interpretacje stosujemy dla sieci neuronowych; wtasnosci tensora
(zaleznosci od bazy) definiowanego w matematyce s3 nieistotne
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

I—Tablit:e wielowymiarowe i tensory

@ Tensory

Roézne rozumienie tensora

@ poréwnanie definicji

funkcja multiliniowa R™ — R para (tablica, baza) tablica
definicje rbwnowazne znaczne uproszczenie
fizyka, matematyka sieci neuronowe
niezalezny od uktadu wspét- e y— (ustalona) baza eukli-
rzednych desowa
argumenty: wektory i kowek- . A0
i nie rozrézniane

dziatania zachowuja mul-

A i dowolne dziatania
tiliniowosé

@ pojecie matematyczne a jego komputerowa reprezentacja

pojecie reprezentacja
wektor element przestrzeni liniowej tablica 1D
macierz  operacja liniowa w R" tablica 2D
tensor obiekt niezmienniczy wzgl. transf. liniowej  tablica nD
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LTablice wielowymiarowe i tensory

Tensor jako tablica
Notacja

@ w zastosowaniach informatycznych tensor rzedu n zdefiniujemy jako
tablice (ang. array) indeksowana przez n indekséw

A = Ail,.., in — {ailv--yin Pl = 17 "77‘1max7 ctt 77'71 = 17 A anax}
o n: rzad tensora (ang. rank, order, degree)
® i1,...,1pn: indeksy tensora
o rozmiar (ksztaft) tablicy i1max X *** X inmax

@ notacja indeksowa tensoréw
e tensory oznaczamy zwykle duzymi literami pogrubionymi, czesto z
indeksami, na ogét nie oddzielanych przecinkami

o indeksy nalezy rozumiec jako etykiety ktérym nie nalezy przypisywac
konkretnych wartosci liczbowych

e wartosci liczbowe elementéw tensora oznaczamy na ogét literami cienkimi
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LTal:ilice wielowymiarowe i tensory

Tensor jako tablica
Interpretacje graficzne

@ tensory rzedu 0 utozsamiane s3 ze skalarami, rzedu 1 - z wektorami, rzedu
2 - z macierzami (tozsamosci te nie s3 usprawiedliwione w teorii tensoréw)

Td-tensor 2d-tensor 3d-tensor

Ad-tensor Sd-tensor Bd-tensor

Knoldus 2012
@ diagramy Penrose’a

@ 00 &

diagramy Penrose’a: tensory rzedu 0, 1, 2, 3
odcinki odpowiadaja indeksom tensoréw
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LTal:ilice wielowymiarowe i tensory

Dziatania na tensorach
Suma, iloczyn przez stafg

@ iloczyn tensora przez stata: kazdy element jest mnozony przez stata

Bii,..,in =cAi,.,i

n n

@ suma (podobnie: réznica) tensoréw o jednakowych rozmiarach: kazdy
element jest suma odpowiednich elementéw tensoréw sktadowych

Cityovin = Aiy,yin +Big, iy

o wiasnosci: dziatania przemienne i faczne
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LTal:ilit:e wielowymiarowe i tensory

Dziatania na tensorach
Permutacja, zmiana ksztaftu, wektoryzacja

%

@ permutacja tensora

permutacja tensora
Aijr(3,1,2) = Ay

@ zmiana ksztattu (ang. reshape) tensora - zmiana ksztattu tensora
@ w szczegdlnosci wektoryzacja (sptaszczenie) tensora: zapis tensora w
postaci wektora a = vec(A)

AAlgryfs

Pog) . s
Pgrs

zmiana ksztattu:
redukcja macierzy

P-g.7)

(B-q) {r-s)

zmiana ksztattu:
sprowadzenie
do macierzy

zmiana ksztattu:
wektoryzacja
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LTablice wielowymiarowe i tensory

Dziatania na tensorach
Operacje Hadamarda

@ iloczyn Hadamarda (iloczyn Schura) ® o lub ® tensoréw o identycznych
rozmiarach: iloczyn element po elemencie:
P=A.B jesli P, . i, =Ai ., iBir, i

e przemiennos$¢, tacznoéé, rozdzielnosé wzgledem dodawania
@ Matlab, Gauss: .x, Fortran, R, Wolfram Language (Mathematica), Python (NumPy,
SymPy): *

@ inne operacje Hadamarda

o potegowanie P = A*™ jedli Py, ., 4, = A7l
o pierwiastkowanie P = A1/2 jedli Pi . i, = Azll/2 in (o ile elementy s3

nieujemne)
o dzielenie P = A./B jesli P;, .. i, = Ai; ... i, /Biy,.., in (0 ile wszystkie
elementy B s3 niezerowe)
@ uwaga: w kontekscie operacji na funkcjach przez o oznaczamy ztozenie
funkgcji
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Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

I—Tablice wielowymiarowe i tensory

Dziatania na tensorach
Kontrakcja indekséw i Slad

@ kontrakcja indekséw iy, i, p < ¢ < 1 tensora Ay, 4,:

E Ailw-y Ip—1,25tpt11e bg—1:2,0g+11e0) in

z

to zsumowanie elementéw tensora dla ktérych indeksy te s3 identyczne
@ tensor ktérego indeksy i, ¢, ulegly kontrakcji nazywa si¢ czesto Sladem
(ang. trace) oryginalnego tensora wzdtuz indekséw iy, iq

def A
- 11y ip—1:250p4 11 Lg—1,2,0q4 111 in
z

Tip,iq Aig ey in

@ $lad tensora rzedu n jest tensorem rzedu n — 2
o liczba indekséw (rzad tensora) musi by¢ > 1
wymiary indekséw podlegajacych kontrakcji musza by¢ identyczne
z (dowolne oznaczenie) - wartosci tzw. indeksu niemego (ang. dummy)
w ogdlnym przypadku jeden z wektoréw powinien byé kowariantny a drugi kontrawa-
riantn
® notacja Einzteina: sumowanie wzgledem par identycznych indekséw z pominieciem symbolu
sumy

® o @

E Ail,..,ip_l,z,ip+1,..,iq_l,z,iq+1,..,in nozcja Ail,..,ip_l,z,ip+1,..,iq_l,z,iq+1,..,in

= Einsteina
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SNR Sieci neuronowe

Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LTal:ilice wielowymiarowe i tensory

Dziatania na tensorach
Kontrakcja indekséw: diagram Penrose’a

(®) przyktad: dla macierzy: A; ; = tr A
(®) przyktad: tensor A,g- 4-wymiarowy; kontrakcja indekséw p i 7: Ag = A1 +
A2q2 =+ A3q3 =+ A4q4, q=1,2,3,4 (“élad" wzdtuz p = 1‘)

(®) przyktad: kontrakcja indekséw i, g tensora 3-wymiarowego Ay, ; g ;
Apj=Apzzi =) Apiai=Ap11i+Ap22;+Aps3,;

i/

2| 7| &

kontrakcja indekséw j, m
B = ijm Aijrm = Ez Aizka
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SNR Sieci neuronowe
Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LTablice wielowymiarowe i tensory

Dziatania na tensorach
Kontrakcja indekséw - przyktady

1 3 -1 2
(® przyktad: A; ; , = ( 2 4], 1 3 ) (rozmiar 3 X 2 x 2)
1 1 1

A111 =1,A121 =3 A112 = —1,A102 =2
A211 =2,A221 =4 A1z =1,A202 =3
Az11 =1,A321 =1 Asi2 =2,A3220 =1
kontrakcja indekséw j, k: b; = Zx A; 2.z, gdzie
by = A111 + A2 =1+2=3
bo = A211 + A2 =2+3=5
b3 = A311 + Az =14+1=2
czyli b= (3,5,2)
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SNR Sieci neuronowe
Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LTal:ilice wielowymiarowe i tensory

Dziatania na tensorach

lloczyn zewnetrzny

o iloczyn zewnetrzny (ang. outer product) tensoréw A;, .. Bji,... 4,

Vip
def
(A®B)iy,.,ipj1rrdg = Airyeyip Bty dq

to tensor o elementach réwnych iloczynom odpowiadajacych sobie par
elementéw czynnikéw

e rzad wyniku jest suma rzedéw czynnikéw m

o indeksy elementéw prosuktuq sg ztozeniem
indekséw czynnikéw

o produkt zewnetrzny nie jest przemienny C
o produkt zewnetrzny jest roztaczny wzgledem

dodawania

o 2| | &

o produkt zewnetrzny zapisuje sie réwniez jako L

AB, ale dziatanie to nie jest to zgodne z )

mnozeniem macierzy iloczyn zewngtrzny

tensoréw

Cijkm = Aijr @B,
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SNR Sieci neuronowe
Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LTablice wielowymiarowe i tensory

Dziatania na tensorach

lloczyn zewnetrzny -przyktady

(®) przyktad
a-[; J] —ww-new
B=[-2 1] =(-2,1)

AQ®B= (((_27 1)7 (27 _1) )7 ( (_47 2)7 (_874) ))
B®A = (((_27 2)7 (_4» _8) )7 ( (17 _1)7 (274)))

(®) przyktad: diada (ang. dyad): dla tensoréw 1 rzedu (wektoréw) (a ® b);; = aib;

@ tf.tensordot(a,b,0,name=None), pytorch.tensordot(a,b,0)
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SNR Sieci neuronowe
Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LTablice wielowymiarowe i tensory

Dziatania na tensorach

lloczyn wewnetrzny

@ iloczyn wewnetrzny tensoréw (ang. inner product) Air, . ig 1.0k Bkjar, jm

(A‘B)i1, G in—1J21 ZAH. g 1,kBhkja,..

jest réwnowazny dwém kolejnym operacjom:

o iloczyn zewnetrzny tensoréw A;, .. i, ®Bj, .
o kontrakcji “przylegtych” indekséw iy, j1

Citroyin_172,00 E Aiyyein Bt im

in=J1

o Jm

% w notacji Einsteina
AeB=(A®B)i, . i, 1.02,mim = Aig,in_1.2B

~~
notacja Einsteina

2,524 Im
V)

e nie jest przemienny (z wyjatkiem iloczynu tensoréw rzedu 1)
o jest roztaczny wzgledem dodawania

@ iloczyn wewnetrzny mozna przeprowadzi¢ wzgledem indekséw innych niz przylegte

A . B=

i (A®B)i,.., 2,41y inJlss Je—1200410 Im
kode
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SNR Sieci neuronowe

Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LTal:ilice wielowymiarowe i tensory

Dziatania na tensorach
lloczyn wewnetrzny - Diagram Penrose’a

iloczyn wewngtrzny
Asgy *Biay iloczyn wewnetrzny
Airp * Crgr *Bjpg

@ tf.tensordot(a, b, axes, name=None), numpy.tensordot(a,b,axes), py-
torch.tensordot(a,b,axes); axes =number lub axes = tensor 2X n
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SNR Sieci neuronowe
Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

I—Tablice wielowymiarowe i tensory

Dziatania na tensorach

lloczyn wewnetrzny: przyktady

(® iloczyn wewnetrzny dwu tensoréw 1 rzedu

A; 'Bj = ZA,LBJ =A.B, °—e
N , . P

i=j notacja Einsteina
skalar diagram Penrose’a
tzn. w notacji wektorowej jest to iloczyn skalarny wektoréw AT B

(®) iloczyn wewnetrzny tensora 2 rzedu i tensora 1 rzedu

tzn. AzjoBk_ZApr = A;,B, _o_e

notacja Einsteina R )
diagram Penrose’a

tzn. w notagji macierzowej dziatanie jest réwnowazne mnozeniu macierzy przez
wektor: AB

(® iloczyn wewnetrzny tensoréw 2 rzedu

A;jeByy = ZAijBkl =A;:B. —O—e—
=k

notacja Einsteina diagram Penrose'a

tzn. w notacji macierzowej dziatanie odpowiada mnozeniu macierzy: AB
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SNR Sieci neuronowe
Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LTablice wielowymiarowe i tensory

Tensory
Przykfady dziatan

3 1 3 -1 2 B 1 3 0o -2 13 2
B | i B [ P
® A=(((1,3),(2,4),(1,1)),((=1,2),(1,3),(2,1)))

(® A, B: wymiar 3, rozmiar 2 x 3 x 2, C: wymiar 2, rozmiar 2 X 3

@ VeC(A) = (1737 2a 47 17 la _17 2’ 17 37 2’ 1)

1 9 0 —4
® A.B=B.A=([4 16[,|1 0])
0 1 2 1
® 1-14+3-4 1:-3+3-0 1-243-1
B.c—([2-1+4-4 2.3+4+4-0 2-2+4-1},
0-1+1-4 0-34+1-0 0-2+4+1-1

1.140-4 1-340-0 1-240-1 )

0-1+-2-4 0-3—-2-0 0-2—-2-1
1-14+1-4 1-3+41-0 1-241-1
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SNR Sieci neuronowe
Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

LTal:ilice wielowymiarowe i tensory

Tensory
Przyktady dziatan (2)

c- [1 s 2} = ((1,3,2),(4,0,1))

® D=CeC=((((1,32),40,1),((3,96),(12,0,3)),((2,6,2),(8,0,2))),
(((4,12,8),(16,12,4) ), ((0,0,0),(0,0,0)), ((1,3,2),(4,0,1))))
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SNR Sieci neuronowe

Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

L ® splot 2D

3.8 (®) Splot 2D
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SNR Sieci neuronowe
Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

L ® splot 2D

(®) Splot 2D

@ obraz 2D w skali szarodci: tablica pikseli U;; = {Usj, (i,7) € I}
o filtr Fy o = {Fyjr, (i',5") € I'}: zestaw pikseli (wag) zapisanych zwykle w
tablicy prostokatnej (masce filtru) I’
o piksele maski sa zwykle indeksowane wzgledem centrum maski (0, 0)
o w sieciach neuronowych rozmiar maski filtru jest okreslony przez pole
recepcyjne neuronu
e w (gtebokich) sieciach neuronowych maska ma zwykle nieparzysta liczbe
pikseli, np. 3 X 3 lub 5 X 5 px

@ splot 2D obrazu U z filtrem F:
U'=UxF=FxU

jest kombinacja liniowa (suma iloczynéw) pikseli obrazu i odpowiednich
pikseli filtru
U = Z Uit j—j Fur 5
('3l
przy czym obliczenia s3 przeprowadzane dla kazdego lub dla wybranych
punktéw (7, ) obrazu
@ bezposrednie uogdlnienia na obrazy 3D (np. obrazy kolorowe) i na
problemy nD
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SNR Sieci neuronowe
Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

L ® splot 2D

(®) Splot 2D

Posta¢ korelacyjna

o jesli piksele maski s3 indeksowane przeciwnie niz piksele obrazu, tzn.
stosowana jest maska odbita F

Fi’,j’ = F—i’,—j’

to mozna zapisa¢ splot w wygodniejszej postaci korelacyjnej

F I F R
Ui,j = E Ui+i’,j+j’Fi’,j’ tzn. U; = E Uerz/Fm/
(i/,3")el’ x'el’

tzn. dla punktu (4, j) obrazu, centrum maski odbitej “umieszczane jest” w
tym punkcie i obliczana jest kombinacja liniowa punktéw maski i pikseli
obrazu

o jesli - jak dla sieci neuronowych - wspétczynniki maski s3 wynikiem
treningu, to otrzymane maski s3 od razu traktowane jako maski odbite

@ zawsze bedziemy domysInie uzywaé maski odbitej (bez stosowania
oznaczenia [ )
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SNR Sieci neuronowe
Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

L ® splot 2D

(®) Splot 2D
Efekty brzegowe (1)

@ przycinanie (ang. cropping): maska filtru nie wychodzi poza obraz
e splot moze by¢ obliczony co najwyzejw (I —I' + 1) x (J—J' +1)
punktach obrazu
e matematycznie zgodny z definicja splotu
e w sieciach neuronowych stosowane najczesciej
® uzupetnianie stata (ang. padding): przyjmuje sie, ze piksele poza brzegiem
obrazu s3 zerowe (ang. zero padding) lub réwne $redniej jasnosci obrazu
(ang. mean padding)
e moze powadzi¢ do dodatkowe krawedzie na brzegach (efekt mniejszy dla
uzupetniania $rednia)
o brak uzasadnienia matematycznego
@ czasem stosowane w sieciach neuronowych w wersji uzupetniania zerami

@ zakleszczanie (ang. clamping) pikseli obrazu: brakujace wartosci pikseli
obrazu s3 zastepowane warto$ciami najblizszych pikseli obrazu
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SNR Sieci neuronowe
Sztuczne sieci neuronowe - przeglad

L ® splot 2D

(®) Splot 2D
Efekty brzegowe (2)

@ przedfuzanie okresowe, zawijanie (ang. wrapping): brakujace wartosci sa
uzupetniane wartoéciami z przeciwnej krawedzi obrazu
o tworzenie struktury podwdjnego torusa
e otrzymywany automatycznie, jesli splot jest dokonywany w dziedzinie
Fouriera
o efekt dodatkowych krawedzi na brzegach, jesli jasnosci przeciwlegtych
krawedzi obrazu s3 rézne
o odbicie obrazu (ang. mirroring): lustrzane odbicie obrazu poza
krawedziami

o réwnowazne stosowaniu transformaty kosinusowej w miejsce transformaty
Fouriera

@ obcinanie maski (ang. kernel cropping): zerowa¢ wspétczynniki maski poza
obrazem, réwnoczesnie normujac wspétczynniki wewnatrz obrazu
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SNR Sieci neuronowe
Sztuczne sieci neuronowe - przeglad
O EiRosrara
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SNR Sieci neuronowe
Sztuczne sieci neuronowe - przeglad
O EiRosrara
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SNR Sieci neuronowe

Czes¢ 1l: Sieci perceptronowe a klasyfikacja )

Temat 4. Obrazy i klasyfikacja
Temat 5. Perceptron Rosenblatta

Temat 6. Maszyny wektoréw podpierajgcych
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

Temat 4: Obrazy i klasyfikacja

4.1 Problem klasyfikacji obrazéw
4.2 Klasyfikacja na dwie klasy
4.3 Kilasyfikacja liniowa

4.4 Podejscie probabilistyczne

Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022 144 / 531



SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Problem klasyfikacji obrazéw

4.1 Problem klasyfikacji obrazéw
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SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
L Problem klasyfikacji obrazéw

Reprezentacje obrazéw

obrazy obraz jako tablica obraz jako wektor oznaczenie
obraz p; X po pikseli | tablica p1 X ps wektor p1pa-elementowy uw € U C RP1P2
piksel element tablicy element wektora ueU
liczba pikseli liczba elementéw tablicy
przestrzeh obrazéw zbiér RP1 x RP2 zbiér RP1P2 U C RP1P2
(® Obrazy jako wektory
| u “ “
' o 1
p=1 “ ‘ <
v . v
p=2 p=3 —4
zbiér wszystkich obrazéw binarnych o p pikselach
1 u i u
u
(g 4
0 1 / U
p=2 p=3 '
zbiér wszystkich obrazéw o p pikselach obrazy zmienne w czasie 7 — U y
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SNR Sieci neuronowe
|—0brazy i klasyfikacja
L Problem klasyfikacji obrazéw

Reprezentacje obrazéw
Przyktady

obraz tablica wektor U U]

obraz 32 x 32 px tablica 32 x 32 wierzchotek kostki {0, 1}10%% 2102
binarny binarna 1024-wymiarowej ~ G
obraz 32 x 32 px tablica 32 x 32 punkt siatki {0, 325, -, %}1024 EE
o gtebi o elementach 1024-wymiarowej ~ G2
szarodci 1 bpp 0,..,255 o kroku 1/256
obraz 32 x 32 px tablica 32 x 32 punkt kostki [0, 1)10%% —

o elementach 1024-wymiarowej

w [0,1)
obraz binarny tablica 1920 x 1200  wierzchotek kostki {0, 1}250%000 22304000
1920 x 1200 px binarna 2304000-wymiar. ~ G935
obraz 1920 x 1200 px | tablica 1920 1200  punkt siatki {0, 555, .., 2537 TRy
o gtebi o elementach 2304000-wymiar. ~ 55486
szarosci 1 bpp 0,..,255 o kroku 1/256 p = 2304000
obraz 1920 x 1200 px | tablica 1920x 1200  punkt kostki [0, 1)301000 —

o elementach w [0,1) 2304000-wymiar.

googol = 101°°
googolplex = 108°%%°!
liczba atoméw we wszechswiecie: 1050
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SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
L Problem klasyfikacji obrazéw

Obrazy i wagi sieci jako punkty przestrzeni o bardzo duzym
wymiarze

@ nawet najprostsze obrazy s3 réwnowazne punktom przestrzeni o bardzo
duzych wymiarach

@ punkty bliskie sobie postrzegane s3 jednak jako te same obrazy

o wektory parametréw wspétczesnych sieci neuronowych sa réwniez
réwnowazne punktom przestrzeni o bardzo duzym wymiarze

@ nasze intuicje dotyczace przestrzeni wielowymiarowych bazuja na geometrii
obiektéw 2 i 3 wymiarowych

@ pokazemy, ze intuicje te moga by¢ btedne,
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Problem klasyfikacji obrazéw

Geometria przestrzeni wielowymiarowych
Kostka

@ p-kostka o boku s
CP(s) E{z e R 12 € [—5/2,5/2],i=1,...,p} = [~5/2,5/2"

p=1 p=2 p=3 p=4

7

u,
Uz

| | D
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Problem klasyfikacji obrazéw

@ Geometria przestrzeni wielowymiarowych
Kostka

9-cube 10-cube 11-cube 12-cube

Autodesk Reasearch http: autodeskresearch.com/files/n-cube. jpg
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SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
L Problem klasyfikacji obrazéw

@ Geometria przestrzeni wielowymiarowych

“Objetosc” kostki

o “objetos$¢” (miara Lebesgue’a) p-kostki

0 jedlis<1
vol(CP(s)) =s* — < =1 jedlis=1
! o jedlis>1
o dtugosé przekatnej (Srednica) p-kostki
diam(C*(s)) = ||(s,--.,s)|| = sv/p

tzn. dla p-kostki jednostkowej C? & €7 (1)

vol(C?) =1 diam(C”) = /p

a wiec “objetos$¢” p-kostki jednostkowej jest stata, ale jej Srednica
rosnie do nieskoniczonosci z wymiarem przestrzeni !
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SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
L Problem klasyfikacji obrazéw

@ Geometria przestrzeni wielowymiarowych
Powfoka kostki

@ e-powfoka p-kostki:
SP(s,€) = CP(s) — CP(s — 2¢)

(€ jest gruboscia powtoki)

@ dla dowolnego €, “objetos¢” e-powtoki p-kostki jednostkowej dazy do 1 z
wymiarem przestrzeni
@ tzn. ze wzrostem p cata objetos¢ p-kostki skupia sie na jej e-powtoce

il

o “objetos¢” e-powtoki p-kostki jednostkowej dla e = ¢/p

vol(SP(1,¢/p)) — 1 —e ¢

p—00
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SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
L Problem klasyfikacji obrazéw

@ Geometria przestrzeni wielowymiarowych
Kula

@ p-kula BP(R): kula o promieniu R w R”
® ‘“objetos¢” p-kuli
o vol(B?(R)) = RPvol (BP(1))

o vol(BP(1)) = 7P/2/T(p/2 + 1)

® T(1/2) = v/, [(z + 1) = al(2), T(z) ~ V2re® 22~ 1/2 (14 1/(122) + ...}
@ asymptotycznie dla duzych p, “objeto$¢” p-kuli
jednostkowej jest réwna &~ 1/v/2x (2w e /p)P/? przy
czym dla parzystych p = 2k

vol(B(1)) = (m)"*/(p/2)!

2

zatem ze wzrostem p “objetosc¢” p-kuli 1 ‘
jednostkowej poczatkowo ro$nie a potem
maleje do zera; ekstremum dla p =5

@ wynik jest prawdziwy dla p-kuli o dowolnym
promieniu (ale ekstremum zachodzi dla innego p).
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SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
L Problem klasyfikacji obrazéw

@ Geometria przestrzeni wielowymiarowych
Powtoka kuli

@ e-powtoka p-kuli
TP(R,e) = BP(R) — B*(R—¢)

o wzgledna “objeto$¢” powtoki
vol TP (R, €)
——— 2 —1—(1-¢/R)? 0
vol BP(R) (1=e¢/R)" =
rosnie do jednosci z p (ale objetos¢ p-kuli jednostkowej zmierza do zera !)

@ tzn. ze wzrostem p, “objeto$¢” p-kuli koncentruje sie w jej e-powfoce
dla dowolnego !

o utamek objetosci p-kuli pomiedzy przekrojami przez hiperptaszczyzny
x =sinf; i z = sin 62 dla dowolnych 6; < 0 < 62, zmierza do 1 ze
wzrostem p do nieskonczonos$ci, zatem ze wzrostem p, objetos¢ p-kuli
koncentruje sie wokét jej dowolnego réwnoleznika!
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SNR Sieci neuronowe

|—Ohrazy i klasyfikacja

L Problem klasyfikacji obrazéw

® Geometria przestrzeni wielowymiarowych
Kula wpisana w kostke

N
N

o promien p-kuli wpisanej w p-kostke o boku s nie zalezy od p (jest réwny
5/2)

o “objeto$¢” p-kuli wpisanej w p-kostke o boku s maleje do zera ze
wzrostem p (nawet dla s > 1 1)

Stack Exch https://tex.sta . com/questions/207772/hypersphere-inscribed-within-hypercube
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SNR Sieci neuronowe

|—Ohrazy i klasyfikacja

L Problem klasyfikacji obrazéw

® Geometria przestrzeni wielowymiarowych
Kula styczna do kul wpisanych w kostke

Cipra (0191) and Hayes (2011)

@ 2P p-kul jednostkowych B wpisanych w p-kostke o
b;)ku 4 (kule o srodkach w weztach siatki o boku
2):

o p = 2: 4 kota jednostkowe stycznych do bokéw
kwadratu,

o p = 3: 8 kul jednostkowych stycznych do Scian
szescianu,

O coo

o dowolne p: 2P p-kul jednostkowych stycznych do
$cian p-kostki o boku 4

o w Srodek kostki wpisana “mata” p-kula S styczna
do wszystkich p-kul B

nieintuicyjne wtasnosci (fatwe do wyprowadzenia):
promien p-kuli S’ jest réwny /p — 1
dla p = 4 promien S jest jednostkowy
dla p =9 promien S jest réwny 2: kula S jest
styczna do Scian w p-kostki n=3
dlap>9S “mata” kula S przecina kostke!

https://datascience.
stackexchange . com/questions/9038/
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Problem klasyfikacji obrazéw

Zwigzek z sieciami antagonistycznymi

@ wiasnosci klasyfikatoréw obrazuja wtasnosci przestrzeni bardzo
wysoko-wymiarowych

@ wzrok cztowieka inaczej przetwarza obraz

Classified as “Taj Mahal” Small Perturbation Classified as “Not Taj Mahal”

Fake Unrecognizable Images
Classified as “Taj Mahal”

C. Szegedy et al. (2014). “Intriguing properties of neural networks”. In: Proceedings of ICLR 2014. URL: arxiv.org/abs/1312.6199,
A. Nguyen, J. Yosinski, and J. Clune (2015). “Deep neural networks are easily fooled: High confidence predictions for unrecognizable
images”. In: Proc. of CVPR 2015. URL: arxiv.org/pdf/1412.1897.pdf
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SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
L Problem klasyfikacji obrazéw

Cechy obrazé

‘Up zbidr obrazéow U Zq

funkcja cech I/

hras /\\ <
u

Z wektor
cech

uy Z

zbiér cech Z

® obraz - zwykle tablica 2d lub 3d w € U C RP**P2
lub wektor u € U C RP1P2

o cechy obrazu - zwykle wektor z € Z C R"
o funkcja cech @ : U — Z wyznacza cechy danego obrazu
@ uproszczona reprezentacja obrazu

@ wystarczajaco prosta ze wzgledéw obliczeniowych
@ wystarczajaco zfozona by wydoby¢ istotne wtasnosci
@ wystarczajaco zfozona, by stosowaé klasyfikacje liniowe

o petfna reprezentacja obrazu
@ wektoryzacja obrazu
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Problem klasyfikacji obrazéw

Cechy obiektéow

Up zbidr obrazéow U Za ShigmeshZ

funkcja obser funkcja cech ¥

zbior obiekt()wS

| u, l Zy

@ obiekty ¥ € & nie sg tworami matematycznymi, ale abstrakcyjnymi
elementami rzeczywistosci

@ obrazy u € U moga by¢ wynikiem obserwacji obiektéw fizycznych
(biologicznych, ekonomicznych)

o funkcja obserwacji v : ¥ — U odwzorowuje obiekty w obrazy
o funkcja ¢* = ¢y bezposrednio odwzorowuje obiekty w cechy

@ tworzenie funkcji obserwacji: nagrania wideo, stosowanie czujnikéw
pomiarowych etc.
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SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
L Problem klasyfikacji obrazéw

Klasyfikacja

Funkcja klasyfikujgca i funkcje przynaleznosci

@ klasa: podzbiory zbioru
obrazéw (zwykle roztaczne)

@ zbidér separujacy (zbidr
decyzyjny): brzeg wszystkich

t U funkcje przynaleznoéci

klas %
D= U 2 9Ck
gdzie OCy,: brzeg zbioru Cj, Y
@ funkcja klasyfikujaca £ 7
E(u) =k < uel funkcja Kasyfikujaca

o funkcje przynaleznosci xy,
1l <= uecc(C
Xk (u) =

0 < u gé Ck
o suma funkgji przynaleznosci jest stata réwna 1
o wektor funkgji przynaleznosci x(u) = [x1(u) xc(u)]T zwany takze
funkcja WTA (ang. winner takes all) — zwycigzca bierze wszystko
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SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
L Problem klasyfikacji obrazéw

Klasyfikacja

Funkcje decyzyjne

u
4
3
. . 2 -
@ funkcje decyzyjne 4
‘ >
. i i 2
di(u) >d;(u) dla wszystkich j # k dA g ds 0
= u €y
@ funkcje decyzyjne nie s3 jednoznaczne i
dobierane s3 np. z punktu widzenia \ Z
wygody klasyfikacji x o
@ przyktad: funkcje przynaleznosci xy, 11 ’
| l
klasy,

funkcja klasyfikujaca,
funkcje decyzyjne,
funkcja przynaleznosci
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SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
L Problem klasyfikacji obrazéw

Klasyfikacja

Podsumowanie pojec

‘ nazwa ‘ oznaczenie ‘ definicja
klasyfikacja € {C1,...,Cc}
funkcja klasyfikujaca L lu) =k < u €l
funkcje przynaleznosci (u) = L= ueC
1e prey Xk =10 = wea
X1 (u)
X x(u) = |
Xc(u)
funkcje decyzyjne dy; di(u) > d;(u) dla wszystkich j # k
— u ey

®Andrzej Pacut

SNR Sieci neuronowe
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Problem klasyfikacji obrazéw

Klasyfikatory uczace sie

@ klasyfikator: algorytm lub urzadzenie realizujace klasyfikacje

@ klasyfikatory s3 definiowane podobnie jak klasyfikacje (funkcja
klasyfikujaca, funkcja przynaleznosci, funkcja decyzyjna)

@ jesli klasyfikator nie jest znany, nalezy go wybraé w procesie uczenia z
zadanej rodziny klasyfikatoréw

@ najczesciej klasyfikator jest znany z doktadnoscia do skonczenie wielu
parametréw i wtedy jego parametry trzeba okresli¢ w procesie uczenia

@ zbiér treningowy (zbidr uczacy): zbiér danych (obserwacji)
wykorzystywanych do doboru klasyfikatora

@ dobdr klasyfikatora polega zwykle na minimalizacji “kosztu” niewtasciwej
klasyfikacji

@ metoda klasyfikacji: sposéb konstrukgji klasyfikatora na podstawie zbioru trenin-
gowego
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Problem klasyfikacji obrazéw

Klasyfikatory: Dostepna informacja
Problemy nadzorowane

@ problemy nadzorowane

o liczba klas ¢ jest znana
o przyktad trenujacy (un,£(un))
e zbidr trenujacy

S={(unlun)), n=1,...,N}

ndrzej Pacut SNR Sieci neuronowe
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SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
L Problem klasyfikacji obrazéw

Klasyfikatory: Dostepna informacja
Problemy nienadzorowane

@ problemy nienadzorowane, analiza
skupien
o liczba klas ¢ znana lub nie
o przykfad trenujacy u, (klasa
nieznana)
@ zbidr trenujacy

S={un,n=1,...,N}

Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Problem klasyfikacji obrazéw

Klasyfikatory: Dostepna informacja
Problemy czesciowo nadzorowane

U,

@ problemy czesciowo nadzorowane
(transdukcyjne)
o liczba klas ¢ znana
o przyktad trenujacy (un,£(un)) lub
tylko wn,
o zbidr trenujacy

S= {(un,f(un))7 n= 1,...,N’}
nadzorowane

U{@J,m:N’—H,...,N}

nienadzorowane

ndrzej Pacut SNR Sieci neuronowe
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

LKIasyﬁkacja na dwie klasy

4.2 Klasyfikacja na dwie klasy
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SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
LKlasyﬁkau:jal na dwie klasy

Klasyfikacja na dwie klasy

o klasyfikacja na dwie klasy (klasyfikacja binarna)
c=2

etykiety klas 1, —1 lub 1,0, lub +, —
o funkcja klasyfikujaca: przyjmuje dwie wartosci,
np.-1,1

@ funkcje przynaleznosci: wystarczy znajomos¢ jednej z nich
X-(u) =1—x+(u)

o funkcje decyzyjne: wystarczy znajomo$¢ jednej funkgji
d(u) = di(u) —d—(u)

d(u) >0 < uelyq
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SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
L Klasyfikacja na dwie klasy

Klasyfikacja a funkcje logiczne

o klasyfikacje binarne obrazdw binarnych odpowiadaja funkcjom logicznym

H Jjezyk klasyfikacji ﬂ Jjezyk logiki |
piksel binarny zmienna logiczna
—1 (lub 0) FALSE
1 TRUE
liczba pikseli p liczba zmiennych logicznych
obraz

wektor zmiennych logicznych

klasy wartosci zmiennych logicznych
C_l (Iub Co) FALSE
C1 TRUE

klasyfikacja wzorcow w RP || funkcja logiczna o p argumentach

®Andrzej Pacut

SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022 169 / 531



SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Klasyfikacja na dwie klasy

Klasyfikacja binarna
Przykfad

(® Funkcje binarne 2 zmiennych binarnych

U ={0,1}* = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}
n = 4 obrazy, kazdy o 2 pikselach binarnych

klasyfikacje odpowiadaja funkcjom logicznym 2 zmiennych

- + + + + -
U2 o U2 o U2 ]
— — — ‘_|_ nis —
U1l -ul u1
U1 AND (%) u1 OR (15) NOT u1

SNR Sieci neuronowe

®Andrzej Pacut
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Klasyfikacja liniowa

4.3 Klasyfikacja liniowa
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Klasyfikacja liniowa

ERLEER T
Hiperptaszczyzna

@ hiperptaszczyzna zorientowana: hiperptaszczyzna z jej wektorem

normalnym

wektor
normalny

H(v, ) = {u €R” : & u+ =0}
T

przesuniecie
(odlegtosé od 0)

@ pdiprzestrzeri dodatnia wzgledem hiperptaszczyzny zorientowanej H(w, b):
Ci(w,b) = {u € R” : w'u + b > 0}; pdtprzestrzeri ujemna: C_(w,b)

C_(w,b)

U,

o H(aw,ab) = H(w,b) dla dowolnego o > 0
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Klasyfikacja liniowa

ERLEER T

DEFINICIA Klasyfikacja liniowa

Jesli kazde dwie klasy mozna separowaé hiperptaszczyzna to klasyfikacje na-
zywamy liniowa
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SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
L Klasyfikacja liniowa

Funkcje separujace dla klasyfikacji liniowej

@ do okredlenia klasyfikacji liniowej obrazéw w RP na dwie klasy wystarczy
znajomos¢ wektora w € RP i przesunigcia b € R

@ do okredlenia klasyfikacji liniowej obrazéw w R? na ¢ klas w wystarczy
znajomo$¢ macierzy ¢ wektordw hiperptaszczyzn i wektora ¢ skalarnych
przesunie

w] b1
W= b=
’LUZ bc
@ afiniczna funkcja decyzyjna  di(u) = by + wiu, k=1,...,c
b1 +wiu
d(u) = =b+Wu
be + weu
(O Funkcje decyzyjne dla klasyfikacji liniowej
klasy s3 liniowo separowalne < istnieja afiniczne funkcje decyzyjne J
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Klasyfikacja liniowa

ERLEER T
Przyktady

® Klasyfikacja liniowa: dwie klasy w R?

C=
Cy

(® Klasyfikacja liniowa: trzy klasy w R?

® Klasyfikacja liniowa: cztery klasy w R?

G

®Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Klasyfikacja liniowa

Proste przyktady klasyfikacji nieliniowych

(® Klasyfikacja nieliniowa: 3 obrazy w R, 2 klasy

+ -+ -+ -
—SO—0> ©o——S—
(VA% u1
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Klasyfikacja liniowa

Przyktad: Klasyfikacja liniowa na dwie klasy

(® Przykfad na ptaszczyznie

o klasyfikator liniowy

by +wlu
el {bj 4k w{u}

C_(w,b)

—1 jezeliw'u+b<0
x(u) = L
1 jezeliw'u+b>0

gdzie w = wy —w_, b=0by —b_
@ zmodyfikowana funkcja decyzyjna: poréwnania z zerem
du) =b+w'u

@ hiperpfaszczyzna decyzyjna H(w,b) = {u : d(u) = 0}

@ poétprzestrzen dodatnia H(w,b) = {u : d(u) > 0}
(podobnie pétprzestrzen ujemna)

U,
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SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
L Klasyfikacja liniowa

Liczba klasyfikacji liniowych na dwie klasy

@ obraz ztozony z p pikseli = obraz w RP, zatem hiperptaszyzna decyzyjna
ma wéwczas p + 1 wolnych parametréw, tzn. parametréw do okreslenia w
ramach klasyfikacji

o dla n obrazéw o p pikselach (obrazéw w pozycji ogdlnej), liczba
klasyfikacji liniowych na dwie klasy jest réwna

2" dan<p+1
2 Zf:o (nfl) dlan > p+ 1 (.wiecej obrazéw niz wolnych parametréw”)

7

L(n,p) = {

o dla obrazéw w RP

e dla n < p+1, liczba klasyfikacji liniowych roénie wyktadniczo z liczbg
obrazéw n

e dlan > p+1, liczba klasyfikacji liniowych rosnie potegowo z liczba
obrazéw n (jak nP) (wolniej!)

@ “przetomowa” liczba obrazéw n,. = p + 1 jest tu réwna liczbie ,wolnych
parametréw” okreslajacych klasyfikacje liniowa
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SNR Sieci neuronowe

I—Ohrazy i klasyfikacja

I—Klasyfi cja liniowa
® Liczba binarnych klasyfikacji liniowych
Potozenie ogdlne a potozenie specjalne obrazéw

@ n obrazéw w RP ma pofozenie specjalne (potozenie zdegenerowane)
o dla 3 < n < p (“mato obrazéw”):
jezeli wszystkie obrazy naleza do pewnej (n — 2)-wymiarowej podprzestrzeni
afinicznej
U,

p=3

U
o dla n > p (“duzo obrazéw”):
jezeli p + 1 obrazéw nalezy do pewnej hiperptaszczyzny, tzn.
p — l-wymiarowej podprzestrzeni afinicznej
U, U, Uy

p=2

Uy

p:3 H (w.b) .

C A D e A Al K QOnra
®Andrzej Pacut SNR Sieci neu
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Klasyfikacja liniowa

Liczba klasyfikacji liniowych na dwie klasy
Pojemnos¢ klasyfikacji liniowej

o utamek klasyfikacji liniowych wsréd wszystkich klasyfikacji na dwie klasy
r(n,p) ( n-liczba obrazéw, p- rozmiar obrazéw)

Lin.p) dla ﬁ <1
_ n,p _ 1—n -1 n
T('nwp)_m_ 2 zO(ni ) dlam>1
(0.5 dla ;75 = 2)
r(N,p)
1
0.9~
0.8~
0.7 O nieliniowa SVM
Zi @ do p+ 1 obrazéw w RP:
oal \\\\\ wszystkie klasyfikacje sa
L liniowe
0.3 pw\
o2r AN \\\ o dla 2(p + 1) obrazéw w R”: co
o1y .‘.’S&‘Zﬁ:fi"“i‘\\ T najwyzej potowa klasyfikacji
% 1 E 4 jest liniowa

N/(p+1)

Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022

180 / 531



SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
L Klasyfikacja liniowa

Liczba klasyfikacji liniowych na dwie klasy
llustracja

(® Liczba klasyfikacji i liczba klasyfikacji liniowych

liczba obrazéw n
liczba cech 2 3 4 5 6 7 8
lub pikseli liczba klasyfikacji B(n) = 2™
p 4 8 16 32 64 128 256
liczba klasyfikacji liniowych L(n, p)
1 4 6 10 12 14 16
2 4 8 14 22 B # 58
3 4 8 16 30 52 s+ [B9
4 4 8 16 32 62 114 198
5 4 8 16 32 64 126 240
lewy + gérny lewy
L(n,p)=Ln—1,p)+L(n—1,p—1)

wszystkie klasyfikacje (binarne) s3 liniowe
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SNR Sieci neuronowe
Obrazy i klasyfikacja
asyfikacja liniowa
L Kiasyfikacja lini

Liczba klasyfikacji liniowych
»Przeklenstwo wymiarowosci”

(® Liczba klasyfikacji obrazéw binarnych

liczba | maks. liczba liczba liczba proporcja
pikseli obrazéw klasyfikacji klasyfikacji | klasyfikacji
binarnych liniowych liniowych
P Nmax = 2P B(nmax) = 2P | L(nmax, D) r=L/B
2 4 16 14 0.875
3 8 256 128 0.500
4 16 65536 3882 0.059
5 32 4.3 10° 412736 9.6 10°
8 256 10" 107 10%
16 65536 1019728 10% 10719664
y

@ prawdopodobienstwo, ze dla 32 obrazéw o p = 5 cechach binarnych,

losowo wybrana klasyfikacja p obrazéw jest liniowa jest znikomo mata,
rzedu 0.01 %
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SNR Sieci neuronowe

Obrazy i klasyfikacja

L Podejscie probabilistyczne

4.4 Podejscie probabilistyczne
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SNR Sieci neuronowe
|—0brazy i klasyfikacja
L Podejscie probabilistyczne

Dziedziczenie probabilistyczne

X+
% . ;

o niejednoznacznos¢ C) N C; # 0

o rozktad obiektéw %

o probabilistyczna funkcja przynaleznosci do klas w U: xx(u) = {f € my}

@ probabilistyczna funkcja przynaleznosci x przyjmuje wartosci z
hiperptaszczyzny >, xx(u) =1
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L Podejscie probabilistyczne

® Klasyfikatory probabilistyczne
Dyskretne rozktady a posteriori

skonczony zbiér obrazéw U = {u,...,un}

skonczony zbiér klas C, k= 1,...,¢c

jesli v(F4) Ny(F;5) # 0 to klasyfikacja obrazéw nie jest jednoznaczna

@ znany jest rozktad klas a priori T d:dg’{u eCr}, k=1,...,c

dla kazdej klasy znany jest rozkfad wewnatrz-klasowy obrazéw

Drm | k déf@(u:um|ueck), m=1,...,N

o dla danego obrazu w = w,, mozna wyznaczy¢ rozkfad klas a posteriori

def Tk Pm | k Tk Pm | k
reguta Bayesa Pm g i—=1 T Pm|i
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L Podejscie probabilistyczne

® Klasyfikatory probabilistyczne
Ciaggte rozktady obrazéw

@ nieskonczony zbiér obrazéw U = {u}
@ skonczony zbiér klas Cx,k=1,...,c
o dla kazdej klasy Cx,k =1, ..., ¢, znany jest rozkfad wewnatrz-klasowy
obrazéw
def
Dok = fulxv), vEU
o dla danego obrazu u = v mozna wyznaczy¢ rozktad klas a posteriori
T ,
m EPlueClu=r) = T R
reguta Bayesa DPv Zi:l T Pu li
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L Podejscie probabilistyczne

® Klasyfikatory probabilistyczne
Klasyfikator Bayesowski

@ reguta: przyporzadkowaé obraz do klasy obiektéw o najwyzszym
prawdopodobienstwie a posteriori

o funkcja decyzyjna dla klasyfikatora bayesowskiego
Tk Pm | k
D iy i fm i

o réwnowazna funkcja decyzyjna: £ (w;) = T pj |k

L (Um) = T |m =

o dla rozktadéw ciagtych:

Th fu k(W)
le(U) =T |y = —=—————
A=t =g o @

lub, réwnowaznie £i,(w;) = Tk fu|r(w)
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Perceptron Rosenblatta

Temat5: Perceptron Rosenblatta

5.1 Struktura perceptronu Rosenblatta
5.2 Uczenie perceptronu Rosenblatta
5.3 Budowa i uczenie maszyny liniowej
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Perceptron Rosenblatta

Kroétka historia perceptronu Rosenblatta

@ Rosenblatt (1958) (Cornell U., Ithaka, N.Y.)

» ‘“uniwersalna maszyna do rozpoznawania i klasyfikacji wzorcéw"
» ‘“sztuczny mézg', histeryczna reakcja medidéw

@ sprzet: perceptron "Mark 17 (1960)
matryca 20x20 fotodiod, kazda potgczona losowo z 40 neuronami warstwy
ukrytej
512 neurondéw warstwy ukrytej
8 neuronéw wyjsciowych, potencjometry wag napedzane silnikami

@ Minsky and Papert (1969) (MIT, Cambridge, MA)
» "...wiekszo$¢ tych publikacji nie ma naukowej tresci”
e "...entuzjazm nie skazony wiedzg"
» perceptron jednowarstwowy — tylko klasyfikacja liniowa

@ pozostato do dzisiaj:
o 'koneksjonizm’
o architektura warstwy
e obliczenia réwnolegte
@ uczenie przez adaptacje wag
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LStruktura perceptronu Rosenblatta

5.1 Struktura perceptronu Rosenblatta
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Perceptron Rosenblatta

LStruk':ura perceptronu Rosenblatta

Struktura perceptronu Rosenblatta

w,b

Jednowarstwowy perceptron

Rosenblatta
@ pojedynczy neuron

:
.
5-bd
lv

@ wejécia: obrazy u € R? (warstwa dwuwarstwowy perceptron
D sensoréw) Rosenblatta
@ wejscia: obrazy u € R? (warstwa

@ neuron dwustanowy (aktywny - p sensoréw)

nieaktywny) o
. L @ warstwa ukryta (asocjacyjna):
o typowa funkcja aktywacji: sign state wagi
@ z — liniowa aktywacja neuronu o warstwa wyjéciowa (reakcji):

@ wagi adaptacyjne wagi adaptacyjne
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Perceptron Rosenblatta jako klasyfikator

@ zadana klasyfikacja na dwie klasy C4+ i C—

o —1 jezeliuweC_
1 jezeliu e Ct

(O Perceptron

{—1 jezeli w'u +b <0
y:

= si 'wT'u, + b) =d(u
1 jezeliw'u+b>0 fgn( ) (u)

@ wyjscie perceptronu jest pewna funkcja klasyfikujaca, tzn. perceptron jest
klasyfikatorem binarnym

o funkcja liniowa wu + b jest funkcja decyzyjna perceptronu jako
klasyfikatora

o klasyfikacja obrazu u przez perceptron jest poprawna (tzn. zgodna z
pozadang) <—

=94° tzn. y°y=1 tzn. ° (wu+b) >0
y=vy v’y v’ ( )

klasa aktywacja
poprawna perceptronu
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L Struktura perceptronu Rosenblatta

Zagadnienie reprezentacji

@ zagadnienie reprezentacji: czy rodzina funkcji reprezentowana przez
perceptron Rosenblatta jest wystarczajaco bogata, by dowolnie
klasyfikowaé dowolne zbiory obrazéw ?

(D Reprezentacja funkgcji dla jednowarstwowego perceptronu Rosenblatta
Dowolna klasyfikacja liniowa skonczonego zbioru obrazéw moze by¢ zreali-

zowana przez pewien jednowarstwowy perceptron Rosenblatta )

(O Reprezentacja funkcji dla dwuwarstwowego perceptronu Rosenblatta

Dowolna klasyfikacja skonczonego zbioru obrazéw moze by¢ zrealizowana
przez pewien dwuwarstwowy perceptron Rosenblatta o odpowiednio duzej war-
stwie ukrytej

4

@ problem: w jaki sposéb dobra¢ wtasciwe parametry perceptronu
Rosenblatta?
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I—Struktura perceptronu Rosenblatta

® WHtasnosci reprezentacji dwuwarstwowego perceptronu
Rosenblatta

M, B7)
H(Vi:ﬁ:')

@ zbidr treningowy U={u1,...un}, u; € RP
@ struktura warstwy ukrytej: 2N neuronéw

o przypisa¢ dwa neurony warstwy ukrytej
(indeksy @’ i i'") kazdemu obrazowi u;:
o okredli¢ hiperptaszczyzny H(v;, ;).
H(v;, B]) takie, ze dla j # 4
u; € U—(v;, 8]) N U4 (v;, B)
u; € UJ,-(’UZ‘,[;;) UU_ (vi, ,8:/)
o definicja wyjs¢ neuronéw ukrytych
siy =0, suw=1

@ brak algorytméw uczenia:
jak znalez¢ v;, B;/, Binn ?

sy =s;n dlaj#i @ rozwigzanie nieefektywne:
O e Ly wiecej neurondéw niz
obrazéw uczacych i polega
o wy =1, wyn = —1 jezeli u; € U— na wyodrebnianiu
o wy = —1, wyn =1 jezeli u; € Uy obrazéw przy uzyciu
) (u()]j/sj/ +wjrsjn =0dlaj# 1) hiperptaszczyzn
Y =

@ brak generalizacji dla
rzeczywistych probleméw
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LUczenie perceptronu Rosenblatta

5.2 Uczenie perceptronu Rosenblatta
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LUt:zenie perceptronu Rosenblatta

Uczenie jednowarstwowego perceptronu Rosenblatta
Zbiér uczacy

liniowo separowalny zbiér obrazéw: U = {u1,...,un}
@ zbiér treningowy (uczacy): zbiér par (obraz, klasa)
{(wi,97), -, (un,y%)}

(kazdy obraz pojawia si¢ jeden raz)

@ cigg uczacy: ciag par ( t),y°(t )) losowanych ze zbioru uczacego

(u(1),5°(1)), ..., (uw(T),y°(T))),
gdzie t jest numerem kroku uczenia; obrazy noga sie powtarza¢

o uczenie: korekcja wag (i obcigzer) na podstawie wyjscia rzeczywistego i
wyjscia pozadanego sieci w poszczegdlnych krokach uczenia

w(t+1) = w(t) + dw(t)

@ epoka: prezentacja wszystkich par uczacych; w procesie uczenia niezbedne
jest uzycie wielu epok
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L Uczenie perceptronu Rosenblatta

Uczenie jednowarstwowego perceptronu Rosenblatta

(D Podstawowy algorytm uczenia, Rosenblatt (1962)

@ arbitralne poczatkowe wagi w i obcigzenie b

@ prezentacja par (u,y) z liniowo separowalnego zbioru uczacego epoka po
epoce, z losowaniem bez zwracania w kazdej epoce

@ korekcja wag i obciazenia jesli klasyfikacja obrazu w jest btedna
Aw(t) = y°(t) u(t) Ab(t) = y°(t)

natomiast brak korekgji, jesli klasyfikacja obrazu wu(t) jest poprawna

Aw(t) =0 Ab(t) =0

@ postaé algorytmu uczenia uwzgledniajaca oba przypadki (klasyfikacji
poprawnej i bednej)

Aw(t) = u(t) sign(y° (1) — y(1))
Ab(t) = sign(y°(t) — y(t))

© SVM
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L Uczenie perceptronu Rosenblatta

Uczenie jednowarstwowego perceptronu Rosenblatta
Modyfikacje

(O Zmienna szybko$¢ uczenia

Wielkoé¢ korekcji moze byé zmodyfikowana przez wspétczynnik uczenia -y
(moze by¢ zmienny w czasie)

Aw = ’yusign(yo - y), Ab =~ sigﬂ(y" - y)

gdzie 0< Ymin < 'Y(t) < Ymax

(O Korekcje bezwzgledne

Dla kazdego obrazu ta sama korekcja wag jest powtarzana dopdki nie nastapi
poprawna klasyfikacja tego obrazu

4
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L Uczenie perceptronu Rosenblatta

Uczenie jednowarstwowego perceptronu Rosenblatta
Zbiezno$¢ uczenia

(D Zbieznos¢ uczenia perceptronu, Rosenblatt

Dla liniowo separowalnego zbioru uczacego perceptron Rosenblatta trenowa-
ny przy uzyciu podstawowego algorytmu uczenia klasyfikuje poprawnie wszyst-
kie obrazy zbioru uczacego po skoriczenie wielu korekcjach wag

@ hiperptaszczyzny klasyfikujgce poprawnie (a zatem odpowiadajace im wagi
i obcigzenia nie sg jednoznaczne

W,
‘,")Joprawne
wagi
wi W
W
WI
) pap"réwne wagi
N dia
przeciwnych kilas
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® Uczenie perceptronu
Liczba korekcji

Liczba korekcji (Novikoff (1962), Cristianini and Shawe-Taylor (2001),
and Cristianini and Shawe-Taylor (2007))

Dla liniowo separowalnego zbioru trenujacego i poprawnie klasyfikujacej hiper-
ptaszczyzny decyzyjnej H(w”,b°), liczba korekcji nie przekracza p* /A2 gdzie

Ay = inf d(u,H)
u€eS

jest odlegtoscia obrazéw uczacych od hiperptaszczyzny decyzyjnej (minimum in-
dywidualnych odlegtosci d) a p

p = max |u

jest srednica zbioru obrazéw )
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L Uczenie perceptronu Rosenblatta

® Uczenie jednowarstwowego perceptronu Rosenblatta
Algorytm kieszeniowy

Gallant (1990)

® waga ‘w kieszeni” w*(t) — waga dla najdtuzszej serii do chwili ¢

N(w) - liczba niewtasciwych klasyfikacji dla zbioru uczacego dla wag w

47

N - najmniejsza mozliwa liczba niewtasciwych klasyfikacji dla zbioru uczacego

7,8,9,10

®Andrzej Pacut

12-1
o 17-22

SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022

202 / 531



SNR Sieci neuronowe

Perceptron Rosenblatta

L Uczenie perceptronu Rosenblatta

® Uczenie kieszeniowe z grzechotka

Gallant (1990)

@ mechanizm grzechotki - waga “w kieszeni” tylko jesli dodatkowo powoduje mniej
btedéw na zbiorze uczacym

w(h) = {ws(t) jezeli N(w'(1)) < N(w(0)
w'(t —1) w przeciwnym razie

@ metoda wymaga obliczenia liczby btednych klasyfikacji dla w"(t) = w*(t)

W,

12-16

17-22
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L Uczenie perceptronu Rosenblatta

® Uczenie perceptronu jednowarstwowego

Zbieznos¢ algorytméw kieszeniowych

Uczenie kieszeni

Jesli obrazy losowane s3 ze zwracaniem ze skonczonego cho¢ niekoniecznie liniowo
separowalnego zbioru uczacego, to liczba btednych klasyfikacji dla wag w kieszeni jest
asymptotycznie optymalna, tzn.

dla kazdego n > 0: P (N(w'(t))—N <e) — 1
t—o0

® Zbiezno$¢ uczenia z grzechotka (Gallant 1990; Muselli 1997)

Jedli obrazy losowane s3 ze zwracaniem ze skonczonego choé niekoniecznie liniowo
separowalnego zbioru uczacego, to liczba btednych klasyfikacji dla wag z grzechotka
jest optymalna po skoriczone liczbie krokéw uczenia (skoriczenie optymalna), tzn. dla
pewnego t°

P (Visto N(w'(t)) = N) =1

@ liczba btednych klasyfikacji dla wag z grzechotka maleje monotonicznie, ale nie
jest tak dla wag w kieszeni
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L Uczenie perceptronu Rosenblatta

@ Interpretacja algorytmu Rosenblatta
Koszt klasyfikacji dla perceptronu Rosenblatta (1)

@ zbiér tych obrazéw uczacych, ktére sg biednie klasyfikowane przez
hiperptaszczyzne decyzyjna H(w, b)

U(w,b) ={ueS: (b+wu)y’ <0}

obrazy blednie
klasyfikowane H(w,b)
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L Uczenie perceptronu Rosenblatta

@ Interpretacja algorytmu Rosenblatta
Koszt klasyfikacji dla perceptronu Rosenblatta (2)

@ koszt niewfasciwej klasyfikacji obrazu w,

Rwb)= Y |b+wlu,|=— )" (b+w'u,)sign(ys —yn)
uneg(w,b) aktywacja un €U
perceptronu
@ gradient

OR(w, b . o

% =- Z Un sign(y; — yn)
unp €U

OR(w, b .

% = Z sign(yn — Yn)
unp €U

(istnieje poza < N hiperptaszczyznami {(w,b) : b+ u]w = 0} w RPT1)
@ gradient jako suma po wszystkich zle klasyfikowanych obrazach zbioru uczacego
dla zadanych wag - nie jest dostepny
@ mozliwosci aproksymacji gradientu
e aproksymacja gradientu przez gradient w danym kroku (gradient chwilowy)

o aproksymacja gradientu raz na epoke (akumulacja gradientu podczas epoki
bez zmiany wag)
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L Uczenie perceptronu Rosenblatta

@ Interpretacja algorytmu Rosenblatta
Minimalizacja kosztu

@ metoda najszybszego spadku z akumulacja gradientu podczas kazdej epoki
Ty = (tk, .-, te+T1)

w(trt1) = w(tr) — dR(w,b) w(ty) + VZ u(t) sign(y°(t) — y(t))

dw =
dR b)
b+(tk+1) = b(tx) — S;; b(tr) + 'yz 51gn —y(t ))
teTy,

— identyczna z uczeniem perceptronu Rosenblatta z korekcja wag raz
na epoke
@ metoda najszybszego spadku z chwilowa aproksymacja gradientu
I, )
T dw
dR(w, b)
db

— identyczna z uczeniem Rosenblatta

w(t+1) = w(t) - ~ w(t) +yu(t) sign(y°(t) — y(t))

b(t +1) = b(t) — v —— "= = b(t) + ysign(y° () — y(1))
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L Uczenie perceptronu Rosenblatta

@ Warstwa ukryta dwuwarstwowego perceptronu Rosenblatta (1)

Klasyfikacja n obrazéw binarnych o p pikselach (tzn. obrazy w R?)
Problem: Znalez¢ rozmiar h i sposéb okreslania wag warstwy ukrytej

@ zakodowanie obrazéw uczacych w warstwie ukrytej

o konstrukcja warstwy ukrytej o rozmiarze h = 2n (dwa neurony na obraz
trenujacy), tak by dowolna klasyfikacja liniowa obrazéw trenujacych mogta
by¢ zrealizowana;

o metoda praktycznie bezuzyteczna: nie dziata dla obrazéw “podobnych”
(brak generalizacji), dziata tylko dla zadanego zbioru obrazéw w zadanych
potozeniach,

o uwzglednienie zaktécen wymaga “recznego” okreslania obrazéw podobnych
i drastycznie zwieksza liczbe obrazéw do zakodowania

@ petne kodowanie — zakodowanie wszystkich mozliwych 2P obrazéw
o warstwa ukryta o rozmiarze h = 2P*1 (dwa neurony warstwy na obraz)
pozwala na bezbtedna klasyfikacje dowolnych obrazéw
o prowadzitoby to do nierealistycznie duzej warstwy ukrytej i koniecznosci

uprzedniej znajomosci klasy dowolnego obrazu - rozwiazanie niesensowne
o ...
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L Uczenie perceptronu Rosenblatta

@ Warstwa ukryta dwuwarstwowego perceptronu Rosenblatta (2)

@ uczenie warstwy ukrytej - brak algorytmu
@ kodowanie losowe warstwy ukrytej

o jesli N < p+ 1, wszystkie klasyfikacje sa liniowe zatem wystarczy wéwczas
zastosowac¢ losowe wagi warstwy ukrytej a dowolna klasyfikacja bedzie
liniowa

o jesli N < 2(p+ 1) (pojemnos¢ klasyfikacji liniowej), to z
prawdopodobienstwem 0.5 co najmniej potowa klasyfikacji jest liniowa
zatem dla losowych wag bardziej prawdopodobna jest poprawna klasyfikacja

o odpowiednio duza warstwa ukryta: aby dowolna klasyfikacja N obrazéw byta
liniowa potrzebna jest warstwa ukryta o rozmiarze co najmniej h = N — 1;
aby bardziej prawdopodobny losowy wybér klasyfikacji byt liniowy potrzebna
jest warstwa ukryta o rozmiarze co najmniej h = N/2 — 1 - zwiekszanie
liczby pikseli !

@ inspiracja maszyn wektoréw podpierajacych SVM
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LBudowa i uczenie maszyny liniowej

5.3 Budowa i uczenie maszyny liniowej

)Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe i 210 / 531



SNR Sieci neuronowe

Perceptron Rosenblatta
LBudciwa i uczenie maszyny liniowej

Maszyny liniowe
@ klasyfikacja liniowa skoiczonego zbioru liniowo separowalnego na ¢ klas:

maszyna liniowa o g neuronach (Nilsson 1965):

dlak=1,...4q
ueRP (funkcje decyzyjne)

2k = by + wiu,
~J1 dla k = argmax 2, (klasa wygrywajaca)
k= {O W przeciwnym razie
i wéwczas obraz u jest klasyfikowany do klasy wygr_ywajq_cej Carg% max zp,
@ w postaci macierzowej
z=WTA(Wu +b)
wy " b1

¢
. b

¢ #
: 5 9 < . dw W=1:1, :
H B —> T
Wq b

u
= ¢ : H
il
wu+h, TR
! gdzie WTA=
1 dla sktadowej najwiekszej
0 dla pozostatych
4N o il . ne dKE J
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SNR Sieci neuronowe
Perceptron Rosenblatta

I—Budowa i uczenie maszyny liniowej

Uczenie maszyny liniowej

(O Algorytm korekcji wag
@ arbitralna inicjacja wag, zazwyczaj wi(0) =0, by =0, k=1,...,q
@ losowanie bez zwracania par uczacych (u(t),£°(t)) epoka-po-epoce

© znalezé klase wygrywajaca £*(t)

@ korekcja wag i obciazen jesli klasyfikacja obrazu u(t) jest btedna (klasa
wygrywajaca £*(t) jest inna niz wtasciwa £°(t))

U 1 dla k = ¢° (klasa wtasciwa)
Awp =< —up, , Abp =< —1 dla k = ¢* (klasa wygrywajaca)
0 0 dla pozostatych neuronéw k

© brak korekcji, jesli klasyfikacja obrazu w(t) jest poprawna
A’wkZO, Abk:(), kZl,‘..,q

@ sformufowanie réwnowazne: korekcja macierzy wag
AW =’ sign(y’ —y),  Ab=sign(y’ —y)

@ zbieznosé: dla klas liniowo separowalnych poprawne wagi sa osiaggane po
skonczenie wielu korekcjach
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Perceptron Rosenblatta

LBudciwa i uczenie maszyny liniowej

Maszyna liniowa a perceptron Rosenblatta

(D Réwnowaznos$é maszyny liniowej i perceptronu Rosenblatta, dwie klasy

Maszyna liniowa z dwoma wyjsciami

1 jesli wi'u 4 b1 > wa"u + ba
u 0 w przeciwnym razie
y2=1—11

jest réwnowazna jednowarstwowemu perceptronowi Rosenblatta o parametrach
w = w; — w2, b = by — by i z korekcja wag identyczna z podstawowym
algorytmem uczenia Rosenblatta

Wwin+by—=2
—iwiusd 7

wusb—= > -y,

y

Q'
u ﬂl;}

VIM
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L Perceptron Rosenblatta
O EiRosrara
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SNR Sieci neuronowe
LMaszyny wektoréw podpierajacych

Temat 6: Maszyny wektoréw podpierajacych

6.1 Maksymalizacja obszaru separujacego

6.2 Wyznaczenie optymalnej hiperptaszczyzny decyzyjnej
6.3 Maszyny wektoréw podpierajacych

6.4 Problemy nieseparowalne liniowo

6.5 Metody obliczeniowe
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SNR Sieci neuronowe

Maszyny wektoréw podpierajacych

LMaksymaIizacja obszaru separujacego

6.1 Maksymalizacja obszaru separujacego
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SNR Sieci neuronowe
Maszyny wektoréw podpierajacych

L Maksymalizacja obszaru separujacego

Reprezentacje wag perceptronu Rosenblatta

@ wagi i obcigzenia wytrenowanego perceptronu (niejednoznaczne !)
o klasy liniowo separowalne, zerowe wagi poczatkowe, dowolny ciag uczacy,
staty wspétczynnik uczenia n

(D Reprezentacja pierwotna uczenia

Sumowanie wzgledem elementéw ciggu  trenujacego  (u(1),y°(1))...
('U,(T)’ yo (T)) O Rosenblatt

T T
w=> yu(t)sign(y’(t) —y(1)), b= vsign(y°(t) - y(t))

(D Reprezentacja dualna uczenia

Sumowanie wzgledem elementéw zbioru trenujacego (ul,y‘f),.., (uN,y}’v)

N N
W= Yvatnys, b= Yvayn
n=1 n=1

gdzie sifa obrazu v, = krok uczenia - liczba btednych klasyfikacji elementu u,,
(vn 2> 0)

v
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SNR Sieci neuronowe
Maszyny wektoréw podpierajacych

LMaksymalizau:jal obszaru separujacego

Reprezentacja dualna a niejednoznacznos$¢ wag perceptronu
Rosenblatta

@ wagi wytrenowanego perceptronu (nawet dla zerowych wag poczatkowych)
i dowolnego ciagu uczacego dla liniowo separowalnych klas nie sg
jednoznaczne

e dla reprezentacji pierwotnej niejednoznacznos¢ jest zwigzana z doborem
ciagu trenujacego
o dla reprezentacji dualnej niejednoznaczno$é jest wyrazona przez sity obrazéw

W,
,."'poprawne
wagi
W
Wl
pepi;wne wagi
dla

przeciwnych klas
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SNR Sieci neuronowe

Maszyny wektoréw podpierajacych

L Maksymalizacja obszaru separujacego

Wytrenowany perceptron Rosenblatta

@ wytrenowany perceptron Rosenblatta ¢(u) = sign(b” + u'w°)

(D wytrenowany perceptron Rosenblatta — postaé pierwotna

T
B(u) = sign(Z(l +uTu(t)) sign (y°(t) — y(t)))
t=1 " iloczyn skalarny

jest zalezna od obrazéw losowanych w procesie uczenia u(t), ich pozadanych klas
y°(t) i wyjé¢ perceptronu dla tych obrazéw y(t)

(D wytrenowany perceptron Rosenblatta — postac¢ dualna

N
¢(u) = sign(z vn (14 u"up) yfl)
n=1 iloczyn

skalarny

jest zalezna od vy, (sit osadzenia obrazéw w procesie uczenia)
@ hiperptaszczyzna separujaca i wynik klasyfikacji
o zalezy iloczyndéw skalarnych obrazéw a nie samych obrazéw
o zalezy tylko od obrazéw o dodatniej sile
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SNR Sieci neuronowe

Maszyny wektoréw podpierajacych

LMaksymalizau:jal obszaru separujacego

Obszar separujacy

@ istnieje nieskonczenie wiele hiperptaszczyzn separujacych dwie klasy
obrazéw liniowo separowalnych

o dla kazdej hiperptaszczyzny separujacej
b +w’u =0
(tazdego kierunku w) okreslimy maksymalny obszar separujacy S* obie

klasy, zawarty pomiedzy dwoma hiperptaszczyznami do niej réwnolegtymi

@ na kazdym brzegu obszaru separujacego lezy co najmniej jeden obraz, gdyz
inaczej mozna ten obszar zwiekszy¢

@ wnetrze obszaru separujacego nie zawiera obrazéw uczacych
H (w,b)
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SNR Sieci neuronowe

LMaszyny wektoréw podpierajacych

LMaksymaIizacja obszaru separujacego

(®) Odlegtos¢

(® Odlegtosci punkt-zbidr, zbior-zbiér

@ odlegtos¢ punktu od zbioru d(x, B) = infycp d(x,y) (wynik 0 jesli z € B)

o odlegtos¢ zbioru od zbioru dla zbioréw roztacznych
d(UA, B) = infzea d(z, B) = infyca yen d(z,y)

(® Odlegtosci punkt - ptaszczyzna, ptaszczyzna - ptaszczyzna

o odlegto$¢ punkt-ptaszczyzna: U .
_ w, +b u +

d(wo, H(w, b)) = ettt N A

o odlegtos$é ptaszczyzn réwnolegtych:

d(H(w, br), H(w, b)) = b1 b | o

llwll —

o jezeli odlegtos¢ hiperptaszczyzny i punktu U
wynosi A (margines geometryczny), to R “
réznica wyrazéw wolnych réwnan tych Y o
hiperptaszczyzn wynosi A/|w| (margines cE
funkcjonalny) T 4
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Maszyny wektoréw podpierajacych

LMaksymalizau:jal obszaru separujacego

Margines separujacy

® margines separujacy (geometryczny) A: odlegtos¢ hiperptaszczyzny
separujacej H od najblizszego obrazu dowolnej klasy

A= blgfiwno(d(H,c,) d(H,Cy)) = Jmin (A JAT)

@ im wiekszy margines separujacy, tym bardziej klasyflkaqa jest odporna na
fluktuacje danych czy obserwacje odstajace (ang. outliers)
o klasyfikator optymalny klasyfikuje poprawnie i maksymalizuje margines
separujacy (wzgledem b° i w®)
@ dla zadanego w, margines separujacy jest najwiekszy, gdy hiperptaszczyzna
separujaca lezy w potowie obszaru separujacego
@ najwiekszy margines separujacy otrzymamy poprzez maksymalizacje
powyzszego maksimum wzgledem wektora w

A¥ = maXA( ), w* = argmaxA( )

@ rozwiazanie nie zalezy od dtugosci w a tylko od j Jego kierunku
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Maszyny wektoréw podpierajacych

LMaksymalizau:jal obszaru separujacego

Wektory podpierajace

(D wektory u}, lezace na brzegach obszaru separujacego
b+w'ul = —Ay
b+w'ul =Ay

(zawsze istnieja) zwane sa wektorami podpierajacymi (ang. support vectors) lub
obrazami no$nymi

@ na wektorach podpierajacych “opiera si¢” obszar separujacy

@ optymalne warto$ci wag i obcigzen zaleza tylko od obrazéw podpierajacych
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Maszyny wektoréw podpierajacych

LMaksymalizau:jal obszaru separujacego

Warunek poprawnej separacji
Posta¢ kanoniczna

@ margines separujacy ] = Tl = Tl
ilorazéw parametréw b/||w||, w/||wl||

A 3 T, % 0 b T, * .
A=BL 2wy e ] ooy od

@ postac kanoniczna Ay = 1 (usuwa niejednoznaczno$¢)
(D separacja jest poprawna, jesli dla kazdego obrazu uczacego (tzn. u, € S)
(b+wTun)yy > 1
o obszar separujacy
{ueRP: p+w'u|l <1}
e margines separujacy: 1/||w||
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Maszyny wektoréw podpierajacych

LMaksymalizau:jal obszaru separujacego

Optymalna hiperptaszczyzna separujaca

DEFINICJA Liniowy klasyfikator optymalny
Klasyfikatorem liniowym optymalnym
d(u) &t sign(w* u + b*)
nazywamy klasyfikator poprawnie klasyfikujacy i maksymalnie separujacy wszyst-
kie obrazy uczace, tzn.
w" = arg min ||wl| (1)

(w*,b%) : T .
(W un +0" )y, >1dlau, €8 (2)

@ nalezy rozwigzaé problem minimalizacji funkcji kwadratowej p + 1
zmiennych (w,b) (1) z N ograniczeniami afinicznymi (2)
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SNR Sieci neuronowe

Maszyny wektoréw podpierajacych

Woyznaczenie optymalnej hiperptaszczyzny decyzyjnej

6.2 Woyznaczenie optymalnej hiperptaszczyzny decyzyjnej
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SNR Sieci neuronowe
Maszyny wektoréw podpierajacych

Woyznaczenie optymalnej hiperptaszczyzny decyzyjnej

Optymalna hiperptaszczyzna separujaca

(O Maksymalizacja marginesu - Problem pierwotny

minimalizowa¢  {(w, b) = 3||lw|®>  (wypukifa na RP*")
przy ograniczeniach  y;, (wTun + b) >1, n=1,...,N (afiniczne)

@ problem ten jest zwykle sprowadzany do réwnowaznego problemu dualnego

L —
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Maszyny wektoréw podpierajacych

Wyznaczenie optymalnej hiperptaszczyzny decyzyjnej

® Problem dualny

mnozniki
Lagrange’a
>0
=
@ funkcja Lagrange’a L(w, b; a) = %wTw + E an (1 —yp (wTun + b))
n=1
@ minimalizacja wzgledem w i b kara za naruszenie
ograniczen
N
oL . o ., . ,
o = 0 = w'= Z Qn Un Yy, podstawi¢ do funkcji Lagrange'a
i=1
N
oL o . . .
2 =0 = Z an Y, =0 ograniczenie w problemie dualnym
i=1

@ funkcja dualna
N N

N N 1
EEERTEATS DR RS 3) IR
n=1 n=1

n=1m=1
@ w rezultacie problem pierwotny jest réwnowazny problemowi maksymalizacji
funkcji dualnej z ograniczeniami

gdzie ap, =20, n=1,...,N
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Maszyny wektoréw podpierajacych

Wyznaczenie optymalnej hiperptaszczyzny decyzyjnej

® Maksymalizacja marginesu
Posta¢ dualna

(O Maksymalizacja marginesu - Problem dualny

Maksymalizowa¢ funkcje
o S 1o v o 0 T
L°(a) = Zan —3 Z Zanamynymunum
n=1 n=1m=1
przy ograniczeniach Zgzl anyp =0, an >0, n=1...,N

o programowanie kwadratowe, N zmiennych (a), N + 1 ograniczen
@ rozwigzanie a* zalezy od u,, tylko przez iloczyny skalarne u;, un,
@ w wyniku otrzymujemy sify «,, obrazéw, a stad wartosci wag i obciazen

@ rozwigzanie a* zalezy tylko od obrazéw w,, dla ktérych e, > 0 - obrazy
podpierajace (au, - sity obrazéw)

opusé: szczegéty —~
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Maszyny wektoréw podpierajacych

Wyznaczenie optymalnej hiperptaszczyzny decyzyjnej

® Maksymalizacja marginesu
Rozwigzanie

o a* zalezy od u,, tylko przez iloczyny skalarne u; u;

@ trzeci warunek Karusha-Kuhna-Tuckera: dlan=1,..., N
n (W Tun +07) > 1 KKT-ne
ay, >0 KKT-ne’'
o, (1 — 90 (w* T, + b*)) =0 KKT-ne”
a, =0 | yp (w*Tun + b*) > 1 | w, w obszarze dopuszczalnym | KKT-ar
an >0 | yn (w*Tun + b*) =1 | u, — wektor podpierajacy KKT-sv

@ b* moze byé okreslony na podstawie ograniczen pierwotnych:

dla arbitralnego wektora podpierajacego w;,: yr, (w*Tum + b*) =1
(KKT-sv) zatem

®Andrzej Pacut

* o *T *
b =yp, —w Um, um €S

o § : * o T
=Ym — Oy, Yp, UpUm
Up ES*

neuronowe Semestr zimowy 2021/2022
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Maszyny wektoréw podpierajacych

Wyznaczenie optymalnej hiperptaszczyzny decyzyjnej

Maszyna wektoréw podpierajacych
Jednowarstwowa maszyna liniowa

(O Jednowarstwowa linowa maszyna wektoréw podpierajacych - podsumowanie

AAAa vy uzu) gdzie

@ o™ jest jednoznacznym rozwiazaniem problemu maksymalizacji funkgcji

N |
L°(a) = Z Qp — 5 Z O QY Yoy Uy Uy, N
n=1 n=1m=1
przy ograniczeniach «, >0, n=1,...,N, Z anyy =0
n=1

o 8" ={u, €S :a; >0} — zbiér wektoréw podpierajacych,

.
o b =yy — E oy, Yo Unm  dla dowolnego u,, € S*
up €ES*

@ przypomnienie dowolny perceptron Rosenblatta w postaci dualnej:

N
o(u) = sign(b + Z Un Yo ulu)

n=1

czyli sita obrazu o = v,
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Maszyny wektoréw podpierajacych

Woyznaczenie optymalnej hiperptaszczyzny decyzyjnej

Maszyna wektoréw podpierajacych
Jednowarstwowa maszyna liniowa - wfasnosci rozwigzania

o a* zalezy od u,, tylko przez iloczyny skalarne u; u;
(O sity o, obrazéw
o réwne zero wewnatrz obszaru dopuszczalnego - obrazy nie s3 podpierajace

o dodatnie na granicy obszaru dopuszczalnego -obrazy podpierajace u,, € S*
@ wagi optymalne

w* = Z oy, Un Yy, o, : sita obrazu podpierajacego u,,

@ norma wag
*T
lw™|I* = E anyn = E (1 -y ) E ay,
n¥nt (KKT-ne") " (ogr. dualne)
Up ES* Uup €ES* ES*

@ najwiekszy margines geometryczny
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Maszyny wektoréw podpierajacych

Maszyny wektoréw podpierajacych

6.3 Maszyny wektoréw podpierajacych
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Maszyny wektoréw podpierajacych
Maszyny wektoréw podpierajacych

Idea transformacji do zbioru liniowo separowalnego

@ klasyfikacja nieliniowa moze stac sie liniowa po przeksztatceniu obrazéw
(.zanurzeniu™) do odpowiedniej przestrzeni (przestrzeni cech) o wiekszej
liczbie wymiaréw

Cy C- Cy

2 ci

H

w

@ w odpowiednio wielowymiarowej przestrzeni wszystkie klasyfikacje sa
liniowe (do p+ 1 obrazéw w RP) liczba klasyfikacji liniowych «

o przestrzen cech: S = @™ (U), przy czym dim(S) > dim(U)

@ idea: maszyna dwuwarstwowa: pierwsza warstwa oblicza cechy a druga
maksymalizuje margines w przestrzeni cech
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Maszyny wektoréw podpierajacych

Maszyny wektoréw podpierajacych

Dwuwarstwowa maszyna maksymalizujgca margines dla cech

@ dwuwarstwowa maszyna maksymalizujagca margines dla cech

e pierwsza warstwa: obliczanie cech s = ¥ (u)
e druga warstwa: maksymalizacja marginesu w przestrzeni cech (poprzez
znalezienie “cech podpierajacych” S*)

ow =sign(v'+ Y atuz o5 )
~—
spES* iloczyn skalarny
w przestrzeni cech

a stad klasyfikator ma postaé

ol —sign(v+ > anun Pl )

up ey LS* iloczyn skalarny
obrazy w przestrzeni obrazéw
podpierajace

zb*lS*: przeciwobraz zbioru “cech podpierajacych” tzn. zbiér obrazéw S* przeksztatconych do cech
podpierajacych

o wada: duzy naktad obliczeniowy ze wzgledu na - zwykle - duzy wymiar
obrazéw czyli ztozono$¢ funkcji 1
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Maszyny wektoréw podpierajacych

Maszyny wektoréw podpierajacych

Dwuwarstwowa maszyna wektoréw podpierajacych

“Kernel trick”

® lloczyn skalarny |

dodatnia okreslonos¢ k(u,u) >0, k(u,u) =0 u=0

biliniowosé:  k(a'u’ + o'u”,u) = o’k(u',u) + " k(u”,u)

symetria:  k(u',u") = k(u",u’)

.

[warunek Cauchy’ego Schwarza:  k*(u',u") < k(u',u') k(u”,u")]

(D Alternatywna konstrukcja maszyny dwuwarstwowej: Kernel trick

poming¢ obliczanie cech, ale zastapic iloczyn skalarny w przestrzeni ob-
razéw przez funkcje obrazu, ktéra jest iloczynem skalarnym w przestrzeni
cech bez okreslania funkcji cech 1

olw) =sign(v+ S anul bun,u))
up ES* g
n Jjadro
SvMm

.
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Dwuwarstwowa maszyna wektoréw podpierajacych
Przyktady transformacji

(® Znalez¢ jadro dla zadanej funkcji cech

u = (U1, UQ)
funkcja cech: s = v(u) = (u1, ug, ui + u3)
jadro: k(u',w”) = " (u)gp(u") = uu + [Jar'|[*||u”||?
y
Znalez¢ funkcje cech dla zadanego jadra
® ie g0 ja
jadro  k(u',u”) = (1 +u u")?
=1+ 2u'1u'1' + 2u'2u'2' + u'12u'1'2 + u'zzu'f + 2u/1u'2u'1/u'2'
=p(u’) P(u")
funkcja cech: v (u) = (1, V2u1,V2us, u, u3, \/§u1u2) )
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Dwuwarstwowa maszyna wektoréw podpierajacych
Warunek Mercera

@ nie kazda funkcja symetryczna k moze by¢ jadrem w przestrzeni cech,
tzn. byé wynikiem mapowania iloczynu skalarnego u'u’ w przestrzeni
obrazéw przez pewna funkcje cech ¥

fe(u, u') = p(u) " (u’)

(® Warunek Mercera

Funkcja symetryczna k(u, u’) jest jadrem w pewnej przestrzeni cech, tzn. jest
wynikiem mapowania iloczynu skalarnego w przestrzeni obrazéw przez pewna
funkcje cech

k(u, u') = (u) p(u’)
jesli dla dowolnych obrazéw € U, macierz K = {k(um,u,,)} jest dodatnio
pétokreslona
tzn. dla kazdego kazdej macierzy K o dowolnym rozmiarze M x M i wektoréw
a,a’ e RM
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Maszyny wektoréw podpierajacych

Dwuwarstwowa maszyna wektoréw podpierajacych

WHtasnosci warunku Mercera

@® Wtasnosci warunku Mercera

Jedli funkcje symetryczne k', k" spetniaja warunek Mercera, to réwniez spetnia go

@ ich dowolna kombinacja liniowa k(u,uw') = o'k (u,u') + a" k" (u, u’)

Q ich iloczyn k(u,u') = k' (u,u') k" (u,u’)

© zfozenie k' i dowolnej funkgji f, tzn. k(u,u’) = k’(f(u'),f(u"))

©Q wielomian W takiej funkgji o nieujemnych wspétczynnikach, tzn.
W(t’(u’,u”))

© funkcja wyktadnicza k(u,u’) = exp(t'(u’,u” )

(® Przyktad: Uzasadni¢ spetnienie warunku Mercera dla k(u,u’) = (1 +
u'u')?uu

k(u,u’) jest wielomianem W () = (14-z)?z funkcji z = u"u, ktdra oczywiscie
spetnia warunek Mercera (dla @ = 1). Zgodnie z wtasnoscia 4, k spetnia warunek
Mercera.
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Dwuwarstwowa maszyna wektoréw podpierajacych
Przyktady jader dla SVM

César Souza, Kernel Functions for Machine Learning Applications, 2010
<http://crsouza.blogspot.com/2010/03/kernel-functions-for-machine-learning.html>

jadro k(u',u'") u',u' € RP uwagi
wielomianowe (u'Tu" +1)P MC
. —1 ’ m2\ _ r_ 2
gaussowskie exp(m [luw" —u"| ) = exp( v llu" —u"| ) MC
wyktadnicze exp(_T1 |l — u”||) MC
sigmoidalne tgh(au'Tu” + ) perceptron 2-warstwowy
uogdlnione t-Studenta 1/ (1 + |lu/ — ||d) MC
min (histogram) Zf:l min(u;, uf MC
: llu’ —u’" |2 .

wymierne kwadratowe 1-— Tw —a7 27 MC, zastepuje gauss.
odwrotne kwadratowe  1/4/|u’ —u”||2 + ¢ MC
kwadratowe —/ lu —u||? + 2

. llwf —ui’II?
chi-kwadrat 1-2 z ”u +u 0
logarytmiczne —log(|lu’ — u”Hd + 1)
potegowe —llu” —w||?
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Dwuwarstwowa maszyna wektoréw podpierajacych
Dobér jadra

Andrew Ng, Support Vector Machines Using An SVM - Machine Learning
https://www.youtube.com/watch?v=i25MEJeX0Eg
stats.stackexchange.com/questions/131138/what-makes-the-gaussian-kernel-so-magical

@ liczba obrazéw jest “mata” (tzn. mniejsza od rozmiaru obrazu)
zastosowac jadro liniowe (ale: niebezpieczenstwo zbytniego dopasowania)

@ liczba obrazéw jest wieksza od rozmiaru obrazu ale mniejsza niz ok. 500
zastosowaé jadro gaussowskie

@ liczba obrazéw jest wieksza od 50 000
zastosowac jadro liniowe (duzy czas uczenia dla jadra gaussowskiego)

@ szczegblnie polecane, gdy nie ma dodatkowej wiedzy na temat danych

" 07tz o5 04 05 65 07 05 08 1 TR TN TN TR TINT

Andrew Ng “Machine Learning”, Exercise 8: Non-linear SVM classification with kernels,
nlp.stanford.edu/IR-book/html/htmledition /support-vector-machines-the-linearly-separable-case-1.html
~ = 100

Andrzej Pacut

Semestr zimowy 2021/2022


 https://www.youtube.com/watch?v=i25MEJeX0Eg
stats.stackexchange.com/questions/131138/ what-makes-the-gaussian-kernel-so-magical

SNR Sieci neuronowe

Maszyny wektoréw podpierajacych

Maszyny wektoréw podpierajacych
Dwuwarstwowa maszyna wektoréw podpierajacych
Jadro gaussowskie - wptyw parametru

@ v =0 - jadro sprowadza sie do jadra liniowego

o v / - zwigkszaja si¢ czestotliwosci przestrzenne funkcji separujacej,
zwieksza sie jakos$¢ klasyfikacji na zbiorze uczacym i zbiorach testujacych

@ v |T - duze czestotliwosci przestrzenne, klasyfikator silnie dopasowany do
danych, mata jakos$¢ klasyfikacji na zbiorach testujacych (zbytnie
dopasowanie, “przeuczenie”)

Andrew Ng “Machine Learning”, Exercise 8: Non-linear SVM classification with kernels, nlp.stanford.edu/
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Dwuwarstwowa maszyna wektoréw podpierajacych

(D Dwuwarstwowa maszyna wektoréw podpierajacych - podsumowanie

ow) = sign (v + 3 oyt b, w))

gdzie up €S*

@ a’ jest jednoznacznym rozwigzaniem problemu maksymalizacji

Zan = 2 Z Z Qnp amyn ym k(unvuJ)

n=1m=1

przy ograniczeniach «a, >0, n=1,... N, Z anyp =0

o 8" ={u, € S:a, > 0} — zbiér wektoréw podpierajacych

b =y — Z oy, ym k(tn,um) dla dowolnego u,, € S*
Up ES*
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Maszyny wektoréw podpierajacych
Dwuwarstwowa maszyna wektoréw podpierajacych
Struktura SVM
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Maszyny wektoréw podpierajacych

@ Maszyna wielomianowa dla problemu XOR
llustracja: Wyprowadzenie analityczne (1)

vy -1, L 1, -1
° k(u',u”) — (1 +u/Tu//)2

@ problem dualny: maksymalizowaé¢ L* (a) = a'i—1a"Sa przy ograniczeniach o > 0,

2
"y’ >0
=i Lo=to=
gdziey® = | 1 [, »°v°"'=|21 1 1 Zil.
-1 1T -1 -1 1
P51 1 T T ot T 1
K ={k(ui,uj))}= |7 1 9 1|.S=@¥%).K=|"17 1 9 -1
I 1 1 9 -1
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@ Maszyna wielomianowa dla problemu XOR
llustracja: Wyprowadzenie analityczne (2)

11 1 1 —1
@ rozwiazanie dualne bez ograniczeh: a® = S li= 9_16 } ill Ill } 1= %i

=1 1 1 11

@ ograniczenia dualne s3 spetnione, wszystkie obrazy u; sa S.V.

b =y, — E a:Lka(un,um) for u,, € S* zatem b* =0
up €S*
@ jadro: k(u, u’) =14+u"u) =1+2u"v + (u"u)?
=1+ 2uru} + 2uaub + (uru})? + (uzuz) + 2ugusuful

= 3+ 2u1u1 + 2u2u2 —+ 2u1u2u u2
(S)
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Maszyny wektoréw podpierajacych
@ Maszyna wielomianowa dla problemu XOR
llustracja: Wyprowadzenie analityczne (3)

@ funkcja klasyfikujaca ¢(u) = sign(z o ye k(u, un)) = sign(z Yo Ic(u, un))

uc S uc S

@ réwnowazna transformacja obrazu

p(u) =
1, V2 u1, V2us,ul, ul, V2 uius]"

przy czymdlau € S

'Ib(u) = [\/5’ \/Eul, \/Euz, \/§U1U2]T
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6.4 Problemy nieseparowalne liniowo
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L Problemy nieseparowalne liniowo

Problemy nieseparowalne liniowo

@ przypadek liniowo separowalny: warunki poprawnej klasyfikacji
('wTun + b) yo =1 foru, eS8

o miekki margines: warunki poprawnej klasyfikacji moga by¢ naruszone
(Cortes and Vapnik 1995)

(w'un +0)yp 2160, & 20 dau, €8

e &, - zmienne dopetniajace
0< &, <1 &n>1
naruszony obszar separujacy brak separacji linowej
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Liniowa kara za naruszenie ograniczen

(® Problem pierwotny

minimalizowa¢ funkcje  {(w, b, &) = L||w|®> + ¢ 25:1 &n
przy ograniczeniach (w'u,+b)ys>1—¢&,, &, >0, n=1,...,N

o wspdtczynnik kary c kontroluje liczbe obrazéw niepoprawnie
klasyfikowanych

¢ wigeksze = wieksza kara = mniej naruszonych ograniczen

@ minimalizacja funkcji kwadratowej o p+ 1+ N zmiennych (w,b, &) z 2N
ograniczeniami afinicznymi

@ obcigzenie moze by¢ obliczone po minimalizacji (z problemu pierwotnego)
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® Liniowa kara za naruszenie ograniczen
Funkcja Lagrange’a

o funkcja Lagrange’a L(w, b, & a, A)

=tw w+cZ£n+Zan 1 &n — (w' Un"'byn Z’\ &n

=1l n=1

@ obliczenie funkgji dualnej (KKT-gr)

N N
=Zany3un, Zanny:O, an + An = ¢, n=1,...,N
nl n=1

zgodnie z KKT-ne" dodatkowe cztony f.L. kasuja sie

®Andrzej Pacut

neuronowe Semestr zimowy 2021/2022

252 / 531



SNR Sieci neuronowe
Maszyny wektoréw podpierajacych
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® Liniowa kara za naruszenie ograniczen
Problem dualny

h

*
2

II

Q

3

|
N =
M-
iNgE
Q

3

Q

3
<
30
<
3
=
S

&

[
g

przy ograniczeniach

N
Zan Yy =0
n=1

0<an<e dla n=1,...,N

@ programowanie kwadratowe, N zmiennych (a), 2N + 1 ograniczen

@ w wyniku otrzymujemy sity obrazéw, a stad wartosci wag i obciazen
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® SVM dla kary liniowej

Rozwigzanie

o warunki KKT dla ograniczen nieréwnosciowych: dla i=1,...,N

(wTun +b) ys >1-&0, & >0, i=1,...,N (KKT-ne)

an =0, An =0, i=1,...,N (KKT-ne')

an (1=6n — (W un +b)y2) =0, An&n =0, i=1,..., Ntagk KT — ne’
a, =0 (w*Tun + b*)yfb >1 Ay =c &, =0 || un w reg. dopuszcz.
0<ay<c (w*T’u,n + b*)yﬁ =1 0<\:,<c | & =0 || up, — podpierajacy
ay =c Yn (w*T'u,n <k b*) =1-&, || A\, =0 &n >0 || up podpierajacy w reg

@ b* dobrane tak, by wyp y, =1 dla kazdegoi:0< aj <c¢
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Maszyna wektoréw podpierajacych
Maszyna dwuwarstwowa dla naruszonych ograniczen

(O SVM z mozliwoscia naruszenia ograniczen - podsumowanie

gdzie y = sign(b* 4 Z ay, yn k(u, un))
up €S*
@ a” jest jednoznacznym rozwigzaniem problemu maksymalizacji

N N N
* ]- o o
L (o) = 5 an =5 E om & Y Y5 k(un, u;)
=il i=1 j=1

N
Zany2=0

i=1
0 8" ={u, €U :0< an < c} — zbidr wektoréw podpierajacych,

@ b* wyznaczone z ograniczen pierwotnych

®Andrzej Pacut
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L Problemy nieseparowalne liniowo

Maszyna wektoréw podpierajacych z mozliwoscig naruszenia

ograniczen
Wtasnosci rozwigzania

@ wagi optymalne

w* = Z g un Yy, o, : sita obrazu podpierajacego u,,

(@ sity o obrazéw
e réwne zero wewnatrz obszaru dopuszczalnego - obrazy nie s3 podpierajace

o dodatnie i mniejsze niz c: na brzegu obszaru dopuszczalnego - obrazy
podpierajace u, € S*

o réwne c: poza obszarem dopuszczalnym - obrazy naruszajace ograniczenia

@ zmienne dopetniajace ) =1 — yg ('w*Tun + b*)
@ norma wag

* (12 __ *T * 0 _ * 0 Pk ek
o2 =w Y eiwiun =D an(1- b - )

un €ES* up €S*

— *(] — g*
(ogr. dualne) Z an( gn)

Up ES*

@ najwigkszy margines geometryczny A} =1/ Zunes* ar(1—¢)
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Maszyna wektoréw podpierajacych
Skalowanie kary za naruszenie ograniczen

(O SVM ze skalowaniem kary za naruszenie ograniczen - podsumowanie

szie y=sign(t"+ 3 al gl hlu,un))
n€S*
@ a’ jest jednoznacznym rozwiqz;niem problemu maksymalizacji
N N

* -1 o o o o
L' (a) = > Z Z On Om Yp Yoy K(Un, Um)  (bez cztonu liniowego)

5 n=1m=1
przy ogranlczenlacﬁl

N

S0

n=1

0< a, <1/N, n=1,...,N (c zastapione przez 1/N)
N

Z an >co (gdzie0 <o <1) (additional constraint)

n=1
o 8" ={u, €U :0< ay, < c} — zbiér wektoréw podpierajacych

@ b* wyznaczone z ograniczen pierwotnych
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WHiasnosci rozwigzania

@ ¢o (0 < co < 1) - kara za naruszenie ograniczen
@ dla wektoréw podpierajacych 0 < o, < % U, € S*
@ dla wektoréw naruszajacych ograniczenia aj, = %

@ b* wyprowadzone z ograniczer pierwotnych dobrane tak, by dla kazdego
wektora podpierajacego (tzn. dla 0 < a, < ) spetniony byt warunek

yzynzl
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6.5 Metody obliczeniowe
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L Metody obliczeniowe

® Rozwigzania numeryczne

Metody najwiekszego spadku

®» Metoda najwiekszego spadku
dL°(a
ot +1) = aft) + 7 T
da
B

® Sekwencyjna metoda najwiekszego spadku

powtarzac do spetnienia warunku stopu

© wybraé m losowo
oL°
Q am =am(t) +1m oL (a)
dam

Q am = max(0,am)

Q am(t+1) = min(c,am) (dla probleméw z kara liniowa

@ zatozy¢ najpierw b jesli warunek liniowy zwigzany z b nie moze by¢ spetniony
@ modyfikacja: zastapi¢ ograniczenia liniowe przez ‘Zue(] Qm, yfn’ < zm(t) gdzie
{zm (t)} jest malejacy
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® Rozwigzania numeryczne

Porcjowanie

® Procedury dwupoziomowe

@ nawet dla duzych zbioréw danych, rzedu 10°

@ dla zadanego «, znalezé wektory podpierajace Uy = {un € U : ap > 0}
@ optymalizowaé wzgledem u € U,

© iteracja dla wszystkich u, & Uqy

© obliczyé a, przejéé¢ do 1

® Porcjowanie

Q okresli¢ zbidr roboczy obrazéw
@ powtarzaé do spetnienia warunku stopu

@ optymalizowaé wzgledem zbioru roboczego
@ okresli¢ nowy zbidr roboczy spomiedzy wektoréw ktére naruszaja warunki
KTT

® Dekompozycja

porcjowanie ze stata wielkoscig zbioru roboczego
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® Rozwigzania numeryczne
Dekompozycja

®» Minimalna optymalizacja sekwencyjna
dekompozycja dla dwuelementowych zbioréw roboczych:

@ ograniczenia 0 < o/, @’ < ¢ prowadza do U < o/ <V gdzie

U = max(0,a” — a’), V = min(c,c — o’ + ") dla v/, u” w réznych klasach
U = max(0,a’ + o/ —¢), V = min(c, o’ + o’) dla u/,u’" w tej samej rodzinie

@ obliczy¢ o, o’

¢ =€) =y° = (D anvhlwnw)+b) —y% & =)~ y'f
um €U
k=k(u,u)+ k@’ u’") -2k, u”’
o'ty =a"(t—1)+ (e —e")y"°/r, ' (t) = max(U, " (t))
) =a(t—1)+y°y" (" (t—1) - o (1))
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SNR Sieci neuronowe

Czes¢ 1ll: Sieci perceptronowe a aproksymacja )

Temat 7. Neurony liniowe

Temat 8. Aproksymacja funkcji

Temat 9. Bfedy aproksymacji

Temat 10. Generalizacja i dobér modelu
Temat 11. Uczenie sieci neuronowych

Temat 12. Propagacja wsteczna gradientu
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SNR Sieci neuronowe

Neurony liniowe

Temat 7: Neurony liniowe

7.1 Pierwszy neuron liniowy: Adaline
7.2 Uczenie sieci liniowych
7.3 Rozwiazanie analityczne
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Neurony liniowe

LPierwszy neuron liniowy: Adaline

7.1 Pierwszy neuron liniowy: Adaline
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Neurony liniowe

LPierwszy neuron liniowy: Adaline

Adaline - neuron liniowy

o ADAptive LInear NEuron
(Widrow and Hoff 1960)
(Stanford Uni., Stanford, CA)

@ ADAptive LINear Element

k]
&

(O Adaline
x(t) = w(t) "u(t) wyjscie liniowe (korekcja wag)
y(t) = sign x(t) wyjscie binarne (klasyfikacja)

@ wspobiczesny perceptron wielowarstwowy

perceptron Rosenblatta — struktura sieci
Adaline — algorytm uczenia
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Neurony liniowe

LUczenie sieci liniowych

7.2 Uczenie sieci liniowych
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Neurony liniowe

L Uczenie sieci liniowych

Problem uczenia ADALINE

(D obrazy uczace wy, wyjscia pozadane (analogowe!), zbiér par uczacych
(un7y'lol)7n: 17"‘7N
(D ciag uczacy (u(t),y"(t)), t=1,...,T, jest wybierany zgodnie z pewnym roz-
ktadem %y, 0, okreslajgcym srodowisko uczenia
@ odchytka wyjscia sieci

R(t) = y°(t) —y(t) = v°(t) — w'u(t)

(D funkcja strat tzn. “kara” za chwilowa odchytke wyjécia sieci jest kwadratowa
1 1
Utiw) = 5 1O - wTu® = 5 IROP

(D koszt estymacji (btad estymacji, ryzyko) tzn. suma chwilowych strat jest kwadra-
towa funkcja odchytek

T
Ryw(w) = Ze(t w) Z () — whu(t)? = % Z R(t)

t=1
@ Sredniokwadratowy bfad estymacji Rsrkw( ) = Ruw/T

@ zadanie: dobraé w minimalizujace kwadratowy/$redniokwadratowy btad estymacji
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Neurony liniowe

L Uczenie sieci liniowych

Najmniejsze srednie kwadraty p-LMS

(O Algorytm najwigekszego spadku dla btedu sredniokwadratowego

Z u(t) R(t)

wft 1) = ) — ) _

'ﬂlt

@ najprostsze oszacowanie - przez btad chwilowy Reiw(w) = |R(t)|?

(@ Algorytm najmniejszych Srednich kwadratéw p-LMS
w(t+1) = w(t) + pu(t) R(t) )

@ Zbieznos¢ algorytmu p-LMS

Jezeli u; sa losowane niezaleznie z rozktadu o macierzy kowariancji Cy, to

@ warto$¢ oczekiwana wag Ew(t) sg zbiezna jezeli 0 < p < m

o btad éredniokwadratowy &|R(t)|* jest zbiezny, jezeli 0 < p < ﬁ
(tr Cu = eig(Cu))

-
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LNeurony liniowe

L Uczenie sieci liniowych

Algorytm Kaczmarza

@ podejscie alternatywne
e zamiast minimalizacji btedu modelu az do uzyskania zerowego przyrostu
wag dla biezacych obserwacji
e minimalizacja przyrostu wag przy zatozeniu zerowego btedu modelu dla
biezacych obserwacji - regufa najmniejszych zmian
o minimalizowa¢ R(w") = 3 |[w"™ — w||*> przy ograniczeniach z° = wtlu
(O Algorytm Kaczmarza

1
w(t+1) =w(t) + W u(t) R(t) (for ||lu(?)|| > 0)
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Neurony liniowe

L Uczenie sieci liniowych

® Algorytm Kaczmarza
Szczegoty

o minimalizowa¢ R(w*) = L |[w* — w||? przy ograniczeniach y° = w* 'u
@ funkcja Lagrange'a
L(w";8) = Rw*) + B (2° —w*w)
e warunki KKT (R wypukty i ciagty wraz z pochodnymi na R”, ograniczenia
afiniczne)
oL
Frvrii wh —w—Fu=0
v = Bllul®=2°—w'u=R
OL » 4T
— =z°—w" u=0
oB
o w™ jest rzutem w na hiperptaszczyzne z° = w' u
o wh =w+ WuR
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SNR Sieci neuronowe
Neurony liniowe

L Uczenie sieci liniowych

Normalizowane najmniejsze $rednie kwadraty o-LMS

(O Normalizowane najmniejsze $rednie kwadraty (a-LMS)

w(t+1)=w(t)+ u(t) R(t) (dla ||lu(®)|| > 0)

l[w(®)]I?

o skorygowane wyjécie (dla zmodyfikowanej wagi)  y*(t) = w(t + 1)Tu(t)

@ korekcja wyjscia i korekcja odchytki sa proporcjonalne do odchytki

et (t) —a(t) = Aw(t) u(t) = a R(t)
R R = R
o skalowanie u’' = T = Tl % = "” prowadzi do p-LMS

ull? ull

(® Zmodyfikowane a-LMS

«

wit+1) =wlt) + e

u(t) R(t)

0 < @ < 2, czton regularyzujacy ¢ > 0
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Neurony liniowe

L Uczenie sieci liniowych

® Normalizowane LMS
Zbieznosc¢

@ norma przyrostéw wag jest zbiezna monotonicznie do zera
lw(t+1) —w(#)] 1 0

R(t) — 50
Vetllu®))12

@ zbiezno$¢ wag w(t) — w° zachodzi dla odpowiednio matego c,

@ wazone reszty s3 zbiezne do zera:

= u(r)u(r)”
(jedli Z T > ¢l dla kazdego ¢ i pewnego k)
T=t

®Andrzej Pacut
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Neurony liniowe

L Rozwigzanie analityczne

7.3 Rozwiazanie analityczne
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SNR Sieci neuronowe
Neurony liniowe

L Rozwigzanie analityczne

Minimalizacja btedu kwadratowego
Rozwigzanie analityczne

@ btad kwadratowy wyjscia sieci

Ra(w) = © Dy Tu@)l =5 IR0

@ gradient i hessian

T T T
dRsrkw Z _ Z w(t) y°(t) + Z u(t)ut)Tw=0
t=1 t=1 t=1

T
= Z u(t)u(t)" = O (dodatnio-okreslona) warunek jednoznacznosci
t=1

C12Rsrkw (w)
dw?

(D btad kwadratowy jest minimalizowany przez wagi optymalne

T 4 T
w = (Suwuer) S uwvo

t=1 =l

= R;l Ry,yo empiryczne macierze korelacji
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Neurony liniowe

L Rozwigzanie analityczne

Minimalizacja btedu kwadratowego
Dodatkowa informacja o wagach

@ oszacowanie wag a priori wo, jako$¢ oszacowania PO_1 (Py=Pj, P, = 0)
@ wskaznik btedu uwzgledniajacy oszacowaniem a’priori
1 _
Ra priori(w) = Rsrkw(w) + §(w - wO)TPO 1(w - w())

@ wagi optymalne z uwzglednieniem informacji a priori

w’ = (Po_l n i ul(t) u(t)T) B (Po_lwo n i u(t) a:o(T)>

TR T Ry 4o
- (I +P iu(t)U(t)T> 1 ('wo + P iu(t) w"(T))
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Neurony liniowe

L Rozwigzanie analityczne

Minimalizacja btedu kwadratowego
Rekurencyjne najmniejsze kwadraty

@ implementacja rekurencyjna z zastosowaniem informacji a priori: przypadek
szczegdlny filtru Kalmana

(D Rekurencyjne najmniejsze kwadraty

w(t+ 1) = w(t) + P(t) u(t) R(t) korekcja wag

- P(t)u(t) u'(t) P(t)
L =2 uT(t) P(t) u(t)

w(0) = wo, P(0)=PFP =0 warunki poczatkowe

korekcja wzmocnien

@ réwnowazna postaé korekcji wzmocnieri dla P(t) > 0

PO =u()u®) +P(t-1)" =P+ Z Ju(s)"

korekcja wag wymaga odwracania macierzy
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Neurony liniowe

L Rozwigzanie analityczne

® Rekurencyjne najmniejsze kwadraty
Zbieznos¢

oznaczmy «(t) = maxeig(P(t)), ko = max eig(Po)

® Zbieznos$¢ rekurencyjnych najmniejszych kwadratéw

@ norma korekcji wag jest monotonocznie zbiezna do zera
lw(t) —wE—1)|| | 0 nie implikuje zbieznosci wag!
@ zbieznos¢ wag:
jezeli k(t) — 0 woéwezas w(t) — w°
@ wazone btedy resztowe daza do zera

R(t)
1+ rol[u(®)|?

— 0
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Neurony liniowe

L Rozwigzanie analityczne

Trening ADALINE: podsumowanie

algorytm korekcja wag zbiezno$é
u-LMS Aw(t) = pu(t) R(t) 0<p< tr(R.,)
Kaczmarza Aw(t) = ”u(t Tae u(t) R(t) dla |lu(t)|| >0
a-LMS Aw(t) = TatTe u(t) R(t) dla ||u(t)]| >0 0<a<2
modyf.
rekurencyjne | Aw(t) = P(t) u(t) R(t)
LS
P(t)u(t)u t) P(t _
AP(t) = =T i e £0) =P -0
lub A(P(t)™") = u(t)u(®)", dla P(t) = 0
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Neurony liniowe
O EiRosrara
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Aproksymacja funkgcji

Temat 8: Aproksymacja funkgji

8.1 Problem aproksymacji
8.2 Struktura aproksymatoréw
8.3 Mozliwosci aproksymacyjne sieci neuronowych
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Aproksymacja funkgji

L Problem aproksymacji

8.1 Problem aproksymacji
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Aproksymacja funkcji

L Problem aproksymacji

Zadanie aproksymacji

@ rodzina funkcji aproksymowanych (rodzina obiektéw, rodzina funkcji
docelowych) &
o funkcja aproksymowana (obiekt): funkcja f € &; w szczegdlnosci, funkcja
losowa
@ rodzina aproksymatoréw (rodzina hipotez, rodzina modeli, rodzina sieci
neuronowych):
o aproksymator (model obiektu): funkcja ¢ z zatozonej klasy funkcji @

@ koszt aproksymacji R(¢) > 0 okre$la kare za niepodobiefstwo
aproksymatora ¢ do funkcji aproksymowanej f = koszt aproksymacii <

Aproksymacja funkgcji

Dla dowolnej funkcji z rodziny funkcji aproksymowanych dobra¢ funkcje z
rodziny aproksymatoréw tak, aby minimalizowaé koszt aproksymacji tych funkcji

@ jesli wymagamy, by niepodobienstwo byto zerowe, méwimy o reprezentacji
funkcji
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SNR Sieci neuronowe
|—Aproksymacja funkcji
L Problem aproksymacji

Aproksymacja
Przykfady

(® Prognozowanie

@ wu interpretuje sie jako dane dostepne w chwili prognozowania
o funkcja ¢ € @ przyporzadkowuje tym danym zadana prognoze )
(® Podejmowanie decyzji / sterowanie
@ w interpretuje sie jako dane dostepne w chwili analizy systemu
o funkcja ¢ € @ przyporzadkowuje tym danym decyzje w danej chwili )

®Andrzej Pacut
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Aproksymacja funkgji

L Problem aproksymacji

Klasyfikacja jako zadanie aproksymacji

@ wejscie u aproksymatora mozna interpretowaé jako obraz nalezacy do
jednej z roztacznych klas Cy, ..., C.
@ konstrukcja aproksymatora dla zagadnien klasyfikacji
o aproksymacja funkcji klasyfikujgcej

d’(u) =k — u e Ck
o aproksymacja funkcji decyzyjnej
u € Cy, jesli oy (u) = max(¢;(w))
J
o aproksymacja prawdopodobienstwa przynaleznosci do klasy

P (u € Cp) = e?x(W /Z e®i(®) miekkie maksimum (ang. soft max)
J
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Aproksymacja funkcji
L Problem aproksymacji

Klasyfikacja jako zadanie aproksymacji
Przyktady

(® Przykfad: Detekcja (twarzy, sylwetki, przedmiotu, etc.) na obrazie

@ wu interpretuje sie jako obrazy w zbiorze obrazéw U

@ ¢(u) - liczba twarzy na obrazie albo wspétrzedne ramek zawierajacych
twarze

(® Przykfad: Badanie, czy na dwu obrazach znajduje sie element tej samej
klasy (np. ta sama osoba)

o para obrazéw u™® i u®

° gb(u(l), u(2)) - prawdopodobienstwo, ze obrazy dotycza tej samej osoby
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Aproksymacja funkgji

L Struktura aproksymatoréw

8.2 Struktura aproksymatoréw
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Aproksymacja funkgji

L Struktura aproksymatoréw

Aproksymatory
Aproksymatory liniowe

@ aproksymator liniowy funkcji skalarnej
wektora u € RP

plu;9) =9"u = Zﬁzul

gdzie ¥ € RP — wektor parametrow

@ przyktad: Adaline

@ aproksymator liniowy funkcji wektorowej ma
postaé stosu aproksymatoréw liniowych
funkcji skalarnych

91
p(u;@) = | : |u=0u
"‘9‘1

gdzie ©® € R? x R" - macierz parametréw
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SNR Sieci neuronowe
Aproksymacja funkcji

L Struktura aproksymatoréw

® Aproksymatory liniowe
Aproksymatory liniowe wielowymiarowe

@ jesli analizowane sygnaty s3 wielowymiarowe i przedstawione w postaci tensoréw
(np. dla analizy obrazéw RGB) to

?(U; ©) = iy, iy, = g Bit ey im 1000 G Uity in
J1v-rJn
jest iloczynem wewnetrznym tensora parametréw ©;, .. i... j1,.., jn | t€ensora
wejs¢ U, ., tzn. w notacji Einsteina (i z uzyciem multiindekséw)
Yir,oim = ©ijj e Uj
J
@ tensor parametréw @; ; mozna interpretowac jako parametry dla elementu

wyjsciowego o indeksie %

@ jesli tensor parametréw ©; ; nie zalezy od %, to parametry modelu s3 identyczne
dla wszystkich indekséw ¢, co odpowiada wspétdzieleniu parametréw dla sieci
gtebokich
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Aproksymacja funkcji

L Struktura aproksymatoréw

Aproksymatory
Aproksymatory liniowe wzgledem parametréw

@ aproksymator liniowy wzgledem parametréw
funkcji skalarnej (struktura Hammersteina)

$(u;9) = ngz

gdzie
e rozmiar h i funkcje g1,...,gn sa dane
o ¥ € R” jest wektorem parametréw

(® Przykfady: Modele liniowe wzgledem parametréw

o model wielomianowy ¢(u) = 9o + D1u + ... + Ipu® = 9 p(u) gdzie
(P(u) = [17u7 7uh] 9= [190) o 779h]T

o model kwadratowy R? — R:
p(u) = Yo + V1u1 + Youz + I11ui + Yrourus + Iaoui = 9" p(u) gdzie
<p(u) = [1, U, U2, u%, UI1U2, u%]T, 19 = [190, ’L91, ’192, 1911, 1912, 1922]T
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Aproksymacja funkgji

L Struktura aproksymatoréw

Aproksymatory

Typowa warstwa neuronowa

@ warstwa neuronowa R?P +— R?

g1 (b1 + wiu)

.
gdzie 9q(bg +wyu)
N (21)
o wektor funkcji aktywacji g(z) o jest dany
. 9q(2q) .
b1 Wy
o parametry: wektor b= | : | € R?, macierz W = | : | € R? X RP
b! w]
q q

@ warstwa ma strukture Wienera ¢ € NONLIN o LIN
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SNR Sieci neuronowe

Aproksymacja funkgji

L Struktura aproksymatoréw

Aproksymatory

Podstawowa sie¢ dwuwarstwowa

@ podstawowa sie¢ dwuwarstwowa RP — RY
e (u)=g'(b"+W'u) €cR" @' € NONLIN o LIN
P’(s) =W?s €R? @° e LIN
p(u) = p° o' (u) = Wag'(b' + W'u) ¢ € LINoNONLIN o LIN
o ztozenie struktury Hammersteina i struktury Wienera

o szczegdlny przypadek perceptronu wielowarstwowego MLP (ang. multiple
layer perceptron)
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Aproksymacja funkgji

L Struktura aproksymatoréw

Poréwnanie struktur aproksymatorow

liniowy liniowy wzgledem warstwa
parametréw
y=06u y=06g(u) y=g(b+Wu)
hiperparametry
— h i funkcja funkcja aktywacji
g:RP — R" g:RPHL S RY
parametry
Oc O c RM (b,W) €
RP? RP+a
S N A RS V) S N A RN

SNR Sieci neuronowe

podstawowa sie¢
dwuwarstwowa
y=W~(B+Vu)

h i funkcja aktywacji
warstwy ukrytej
v : R R

(B,V.W) €
R@+DhR+(h+1)g

L LIN LIN
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Aproksymacja funkcji

L Struktura aproksymatoréw

Aproksymatory
Wielowarstwowy aproksymator neuronowy

@ perceptron wielowarstwowy jest ztozeniem wielu (L) standardowych
warstw neuronowych () =g’ (b + W/x)dlaj=1,...,L

p(u;9) = do(u) = pye WL ©...0 ‘Pbl,Wl(U)

gdzie
o ¥ = (b, W', ... bl WL) oznacza liste parametréw
o liczba warstw L, rozmiary warstw ¢, ..., ¢~ i funkcje aktywacji warstw

g',...,g" sa dane

Ly (L)
L g0 DR o) PR

PN
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Aproksymacja funkcji

L Struktura aproksymatoréw

Aproksymatory uniwersalne

Aproksymatory uniwersalne

& nazywamy rodzing uniwersalnych aproksymatoréw dla pewnej klasy funkgcji &,
jezeli dla kazdej funkgji f € F istnieje aproksymator ¢ € @ dowolnie jej bliski

tzn. dla kazdego f € F i dowolnie matego € > 0 istnieje ¢ € @ dla ktérego

R(¢) <e

@ czy dla zadanej rodziny F i ryzyka R, okreslona rodzina aproksymatoréw
® jest wystarczajaco ,bogata”, zeby by¢ rodzing uniwersalnych
aproksymatoréw?

@ czy sieci neuronowe sg uniwersalnymi aproksymatorami ?
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Aproksymacja funkgji

L Mozliwosci aproksymacyjne sieci neuronowych

8.3 Mozliwosci aproksymacyjne sieci neuronowych
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Aproksymacja funkcji

L Mozliwosci aproksymacyjne sieci neuronowych

13. Hipoteza Hilberta

@ 23 problemy Hilberta, International Congress of Mathematicians, Paryz
1900

@® 13. Hipoteza Hilberta (1900)

Hipoteza: Rozwiazanie réwnania 7 + az* + bxz® + cz + 1 = 0 nie moze by¢
przedstawione w postaci ztozenia skonczenie wielu funkcji dwdch zmiennych

@ Uogdlnienie 13. Hipotezy Hilberta

Hipoteza: istnieja funkcje ciagte trzech zmiennych, ktérych nie mozna przed-
stawi¢ w postaci ztozenia skoniczenie wielu ciggtych funkcji dwu zmiennych

@ Kolmogorov (1956): 13. Hipoteza Hilberta jest fafszywa

Twierdzenie Kofmogorowa-Arnolda o reprezentacji

(Kolmogorov 1956; Kolmogorov 1957; Arnold 1957)
Kazda funkcje ciggta n zmiennych okreslong na kostce m-wymiarowej mozna
przedstawi¢ w postaci ztozenia ciggtych funkcji jednej zmiennej i dodawan

() approx-nn-back
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Reprezentacja Kotmogorowa

(D Reprezentacja Kotmogorowa (Kolmogorov 1957; Lorentz 1962)

Kazda ciagta funkcja p > 2 zmiennych f : IP? — R, moze by¢ przedstawiona jako suma
funkcji zmiennych rzeczywistych, z ktérych kazda jest sumga ,funkcji wagowych” sktadowych
wejsciowych

,warstwa wyjsciowa”: 1 ,neuron”,
2p + 1 ,funkcji wagowych”

2p
Fw) =) gi()
1=0

funkcje wagowe ﬁﬁz?eogj;
clagte moga byé i
zalezne od f Gty +

warstwa ukryta”: 2p + 1 ,neuronéw”,
2(p + 1)p ,funkcji wagowych”

p
.’EZ:Z’YZ,J(U]), t=0,...,2p
T
J

P—
uniwersalllle funkcje

N . warstwa uniwersalna warstwa zalezna od f
monotoniczne ciagte

@ reprezentacja Kotmogorowa ma postaé zblizong do sieci o dwu warstwach
ukrytych (Hecht-Nielsen 1987; Hecht-Nielsen 1990)

®Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022 300 / 531



SNR Sieci neuronowe

Aproksymacja funkcji

L Mozliwosci aproksymacyjne sieci neuronowych

® Reprezentacja Kotmogorowa
Ztozonos¢ reprezentacji (1)

o funkcja Lipszyca L: istnieje takie b > 0, ze dla kazdego u, u’
|f(u) = f(u)] <bllu—u'|*

o jesli r-te pochodne f s3 Lipschitza Lo wéwczas x = -7 moze by¢ uzyte
jako miara ztozonosci funkcji p zmiennych

® Twierdzenie (Vitushkin 1954)

Jesli r + a > 1 to istnieja funkcje o ztozonosci xo ktérych nie mozna repre-
zentowaé przez superpozycje funkcji o ztozonosci nizszej niz xo

o (Girosi and Poggio 1989): Reprezentacja Kotmogorowa nie jest prawdziwa
gdy wymaga sie, by funkcje uniwersalne ~; ; byty gtadkie

o efektywna parametryzacja funkeji g; “warstwy wyjsciowej” (wagi sieci) nie
jest mozliwa, bo funkcje g; nie s3 gtadkie (maja ztozonos¢ taka jak f)

® Twierdzenie (Vitushkin 1954)

Dla p > 2 istnieja r—krotnie rézniczkowalne funkcje p zmiennych, ktérych
nie mozna przedstawi¢ jako superpozycje r-krotnie rézniczkowalnych w sposéb
ciagty funkcji mniej niz p zmiennych
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Podstawowa sie¢ dwuwarstwowa

@ podstawowa sie¢ dwuwarstwowa
¢~,1n: dwuwarstwowy perceptron

Pyn(u) = w'y(3+ Vu)
h
= Z wivi (B + Vu)
i=1
ktérego

o warstwa ukryta o h neuronach ma
identyczne funkcje aktywacji

e warstwa wyjéciowa jest liniowa o
zerowym obcigzeniu

@ czy rodzina podstawowych sieci

podstawowa sie¢ dwuwarstwowa jako suma dM{uwarstwowych ¢’V’h Jest r?dzma
funkeji 1D typu LNL uniwersalnych aproksymatoréw?
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Aproksymacja funkcji ciggtych

(O Twierdzenie (Cybenko 1989): Aproksymacja funkgji ciagtych
Jezeli funkcja aktywacji g jest
ciggta, sigmoidalna

woéwczas rodzina @1, sieci o wystarczajaco duzej warstwie ukrytej moze dowolnie
dobrze (w sensie supremum) aproksymowa¢ dowolng funkcje ciagta na zbiorze
domknietym ograniczonym

v

tzn. dla dowolnej funkcji f ciagtej na kostce p-wymiarowej U i dowolnego € > 0
istnieje sie¢ ¢ w @, j, taka, ze

R(¢) = sup |p(u) — f(u)| <e
uelU

% dowdd korzysta z tw. Banacha-Hahna
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Aproksymacja funkcji ciggtych

(O Twierdzenie (Hornik 1991) - Aproksymacja funkcji ciagtych
jezeli funkcja aktywacji g jest
ciggta, ograniczona i r6zna od statej

wéwczas rodzina @ 5, sieci o wystarczajaco duzej warstwie ukrytej moze dowolnie
dobrze (w sensie supremum) aproksymowaé dowolnga funkcje ciagta na kostce p-
wymiarowe;j

y

tzn. dla dowolnej funkcji f ciagtej na kostce p-wymiarowej U i dowolnego ¢ > 0
istnieje sie¢ ¢ w &, j taka, ze

R(¢) = sup |p(u) — f(u)| <e
uelU
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® Aproksymacja funkcji ciagtych

Warunek konieczny i wystarczajacy

o funkcje g : R — R nazywamy lokalnie istotnie ograniczona, jezeli jest
ograniczona prawie wszedzie (tzn. za wyjatkiem zbioru pi, o zerowej
mierze Lebesgue'a) na kazdym podzbiorze domknietym i ograniczonym

@ istotne supremum funkcji

ess;up lg(u)| = inf{5 spc{s:|g(s)| >0} = O}

® Twierdzenie (Leshno et al. 1993)

Jezeli
o funkcja aktywacji g jest lokalnie istotnie ograniczona
o domkniecie zbioru punktéw nieciggtosci funkcji aktywacji g ma miare zero

to sie¢ typu @, 1, o dostatecznie duzej warstwie ukrytej moze dowolnie dokfadnie
(w sensie istotnego supremum) aproksymowa¢ dowolna funkcje ciagta na zbiorze
domknietym i ograniczonym wtedy i tylko wtedy gdy g nie jest wielomianem
prawie wszedzie

y
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® Aproksymacja funkcji wraz z pochodnymi

o jezeli ¢ aproksymuje f to jej pochodna z,‘b moze nie aproksymowac f
o przyktad: aproksymacja za pomoca funkcji skokowej

@ “6,(U) — rodzina funkgji ¢-krotnie rézniczkowalnych w sposéb ciagty na U

® Twierdzenie (Hornik, Stinchcombe, and White 1990)

Jezeli funkcja aktywacji g jest

{-krotnie rézniczkowalna w sposéb ciagty, ograniczona i r6zna od

statej
to sie¢ P, 0 wystarczajaco duzej warstwie ukrytej moze dowolnie dokfadnie (w
sensie supremum) aproksymowa¢ dowolna funkcje i jej pochodne do rzedu ¢ na
zbiorze domknietym ograniczonym U

tzn. dla kazdego zbioru domknietego ograniczonego U € RP, kazdej funkgji

¢ € 6¢(U), i kazdego € > 0 istnieje sie¢ P, }, taka, ze

R(¢) = sup [Dé(u) — D*f(u)| < €
uelU

) )
dla wszystkich pochodnych D = %, 0 b+ +4p <UL

y
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® Aproksymacja funkcji nieciggtych

@ ur: miara Lebesgue’'a

Twierdzenie (Hornik 1991)

Jezeli funkcja aktywacji g jest

ciggta, ograniczona i r6zna od statej

woéwczas sie¢ P, j, o dostatecznie duzej warstwie ukrytej moze dowolnie dokfadnie
(w sensie supremum) aproksymowa¢ dowolng funkcje (mierzalng) w jej dziedzinie
z wyjatkiem podzbioru o arbitralnie matej mierze Lebesgue'a
tzn. dla kazdego ograniczonego domknietego zbioru U, kazdej (mierzalnej)
funkcji okreslonej na U i dowolnej dokfadnosci € > 0 istnieje
— sie¢ D, p
— i domkniety ograniczony podzbiér Us C U dowolnie bliski zbiorowi U
(pr(U = Ue) <€),
taki, ze
R(¢) = sup [f(u) — ¢(u)| <€

ueU,
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Aproksymacja funkcji catkowalnych

@ aproksymacja funkcji catkowalnych z p-t3 potega na zbiorze ograniczonym
UeRP

o p-norma: ||f[lp = ([, 1f (w)[? du)"’”

(O Twierdzenie (Hornik 1991) - Aproksymacja funkcji catkowalnych
Jedli funkcja aktywacji g jest
ograniczona i r6zna od stafej
woéwczas sie¢ P, 5, o dostatecznie duzej warstwie ukrytej moze dowolnie dokfadnie
(w sensie p-normy) aproksymowaé dowolna funkcje catkowalng z p-t3 potega na
zbiorze ograniczonym

tzn. dla dowolnego ograniczonego zbioru U € RP, dowolnej funkcji w £, (U) i
dowolnego € > 0 istnieje sie¢ P, ;, dla ktérej

R(¢) = llo— fllp <€

v

@ jezeli U jest skofczona (lub przeliczalna) twierdzenie pozostaje prawdziwe,
przy czym catke nalezy rozumie¢ jako sumowanie
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Aproksymacja funkcji losowej

@ wu: zmienna losowa okre$lona na U C R?
@ rozktad u okresla wage wejsé
o funkcja f zmiennej losowej u jest rzedu p jesli ma skonczone momenty
rzedu p tzn. §|f(u)|? < oo (1 < p < 0)
(O Twierdzenie (Hornik 1991) - Aproksymacja funkcji losowych
Jezeli funkcja aktywacji g jest
ograniczona i ré6zna od stafej

woéwczas sie¢ D, ;, o dostatecznie duzej warstwie ukrytej moze dowolnie dokfad-
nie (w sensie p-tych momentéw) aproksymowa¢ dowolng funkcje p-tego rzedu
zmiennej losowej u
tzn. dla dowolnej funkcji rzedu p (tzn. dla ktérej &|4°(u)|P < oo i kazdego € > 0
istnieje sie¢ &, j, taka. ze

R(¢) = &|f(u) — ¢(u)[” <€
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® Aproksymacja funkcji zmiennej losowej
Warunek konieczny i wystarczajacy

@ wu jest ciagta zmienng losowa okreslona na zbiorze U C R?
o funkcje aproksymowane: funkcje p-tego rzedu zmiennej losowej wu,
1<p<

» Leshno et al. (1993)

jezeli

o funkcja aktywacji g jest lokalnie istotnie ograniczona
@ domkniecie zbioru punktéw nieciagtosci funkcji g ma miare zero

to sie¢ @, 1, o dostatecznie duzej liczbie neuronéw ukrytych moze aproksymowacé
dowolnie doktadnie dowolng funkcje p-tego rzedu ciagtej zmiennej losowej u
wtedy i tylko wtedy gdy g nie jest wielomianem prawie wszedzie

v
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Twierdzenia aproksymacyjne - Podsumowanie

rodzina Tunkcja aproksymowana Koszt twierdzenie autor
funkcji aprok-
symowanych
dziedzina rodzina funkcji
ciagte ograniczona 6 sup | f(u) — ¢(u)| g ciagta, ograniczona na Hornik
do- u “6, nie stata = A (1991), Le-
mknie- shno et al.
ta (1993)
réniczkowalna | ograniczona 6, max sup |DF f(u) — DR ¢(u)| g L-krotnie rézniczkowalna | HSW 1990
£-krotnie  w do- k<t 4 w sposéb ciagty, ograniczo-
sposob ciagly mknie- na, nie stata = A
ta
catkowalna ograniczona £y 1f—olp g ograniczona nie stata = Hornik
(1991)
dowolna ograniczona dowolna SUPyEU, | f(u) — ¢(u)], gdzie g ciagta, ograniczona, nie Hornik
(mierzalna) do- (mierzalna) (U —Ue) < € stata = A (1991)
mknie-
ta
losowe ograniczone & f (u) [P < EIf — oIP g ograniczona, nie stata = Hornik
oo (1991), Le-
shno et al.
(1993)

A: aproksymacja;

f: miara Lebesque'a;

HSW: Hornik, Stinchcombe, and White (1990)
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Podsumowanie

@ sieci neuronowe s3 uniwersalnymi aproksymatorami i w szczegdlnosci
uniwersalnymi klasyfikatorami
@ moga one przy spetnieniu stabych dodatkowych warunkéw dowolnie
doktadnie - w okreslonym sensie - aproksymowa¢é funkcje ciagte, ciagte
wraz z pochodnymi, catkowalne, losowe, mierzalne
@ wiasnosci aproksymacyjne sformutowane s3 jednak w sposéb
egzystencjalny, tzn. wiadomo, ze istniejq sieci aproksymujace z
odpowiednio matym kosztem, ale nie wiadomo jak je konstruowac, a w
szczegolnosci jaki powinien by¢ rozmiar warstwy ukrytej
@ obliczenie kosztu aproksymacji wymaga znajomosci funkgji
aproksymowanej dla wszystkich argumentéw - ale funkcja ta jest znana
tylko dla skonczenie wielu “przyktadéw” argumentdw i wartosci funkgji
@ zgodnie z twierdzeniami aproksymacyjnymi, rozmiar warstwy ukrytej
powinien by¢ “odpowiednio duzy”
@ co sig stanie, jesli jest on “za maty”
o czy to zZle, jedli jest “za duzy”
o jak rozmiar ten wptywa na jako$¢ aproksymacji
@ jesli nawet znany jest niezbedny rozmiar warstwy ukrytej, jak okresli¢
strukture sieci i jak wyznaczyé parametry sieci 7
zagadnienia te omawiamy w dalszej czesci wyktadu
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Temat 9: Btedy aproksymacji

9.1 Teoretyczny koszt aproksymacji

9.2 Aproksymator bayesowski

9.3 Aproksymator optymalny w zadanej rodzinie
9.4 Aproksymator empiryczny i koszt empiryczny
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9.1 Teoretyczny koszt aproksymacji
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I—Teoretyczny koszt aproksymacji

Niepodobienstwo
Funkcja strat - problem aproksymacji

@ funkcja strat (ang. loss function) ¢: funkcja okreslajaca niepodobierstwo
dwu skalaréw lub wektoréw

1
@ definicja £ wykorzystuje zwykle metryki oparte o p-normy ||z||, = (Zl |zi|”) /»

o p=1llzllh =3, |l

> lal?

o p=2 |zl
o p=00: ||z]|cc = max; |2;]
(®) przyktady funkcji strat
o strata bezwzgledna ¢(z,y) = Z:Lzl
differences) SAD

o strata kwadratowa {(z,y) = E

|zi — y;| (ang. sum of absolute

?:1 |zi — yi|? (ang. square error)
1 n

=D i 7~ yi|? (ang. mean square

o strata Sredniokwadratowa {(z,y) =
error) MSE
e strata maksymalna {(z,y) = max; |z; — y;| (strata Loo)

(®) przyktad: funkcja strat dla wektoréw binarnych

a4w={0zzy

1 w przeciwnym przypadku
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Niepodobienstwo
Funkcje strat - klasyfikacja

o funkcja aproksymowana moze by¢ wektorowa funkcja wskaznikowa klas,
1 jesliuec;
tzn. fi(u) =pi = ! .
0 dla pozostatych ¢
o jesli wyjscie y klasyfikatora (sieci neuronowej) jest liczba rzeczywista, to
czesto stosuje sie przeksztatcenie softmax s : R +— [0, 1]

sprowadzajace wszystkie wyjscia y; klasyfikatora do empirycznych
“prawdopodobiefstw” 7;(u) klas odpowiadajacych tym wyjéciom

@ najczesciej stosowana funkcja strat (asymetryczna!) w zadaniach
klasyfikacji jest entropia skrosna (ang. cross entropy), bedaca wskaznikiem
bliskosci rozktadéw {p:,i =1,..,c}, {mi,i =1,.., ¢}

Up, ) = —Zpi Inm;, p; €]0,1], m € (0,1)
i=1
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Modele aproksymacji
Zrédta losowosci

@ rozwigzanie zadan aproksymacji powinna uwzglednia¢ niepewnos¢
pochodzaca z kilku zrédet
o sygnat u (np. obraz) analizowany przez aproksymator nie jest z géry znany
e wartos¢ funkcji aproksymowanej y odpowiadajaca sygnatowi u moze by¢
obcigzona btedem (“omylny nauczyciel”)
e algorytm uczenia & uczenia aproksymatora moze mieé rézna efektywnosé
(np. szybko$¢ uczenia)
(D zaktadamy, Ze istnieje mechanizm niepewnosci pozwalajacy na stosowanie otrzy-
manych wynikéw w innych zagadnieniach generowanych przez ten sam mechanizm
@ zakfada sie ze mechanizm ten jest rzadzony przez reguty probabilistyczne, tzn.
(u,y) jest zmienna losowa
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Modele losowosci (1)
Bezbtfedne obserwacje

@ bezbfedne obserwacje, argumenty losowe:
wartosci funkcji s losowane ze znanego rozktadu, dla okreélonej wartosci
wejécia funkcja aproksymowana jest znana bezbtednie

y = f(u), u~P,

A

)
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Modele losowosci (I1)
Niezalezne btedy obserwacji

@ niezalezne addytywne btedy obserwacji funkcji f

def . .
y=flu)+e u~Py, e~P, u,c niezalezne

° (u, y) ~ g’u,f(u)+e

e A Yy
7

N
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Modele losowosci (I11)
Zalezne btedy obserwacji

o addytywne btedy obserwacji funkcji f zalezne od argumentu funkcji

y = fu) e (ue) ~Pu

Ay
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Modele losowosci (1V)
Ogdlna zalezno$¢ losowa

@ obserwacje zaleznosci losowej

(w,y) ~ Puy

A P vy
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Koszt aproksymacji

@ koszt aproksymacji jest srednig (lub suma) strat, a wiec wptyw losowosci
jest redukowany
(D koszt (ryzyko) aproksymacji przez aproksymator (np. sie¢ neuronowa) ¢ definiuje-
my jako warto$¢ oczekiwang funkcji strat

def
R(9) = 6¢(¢(w),y)
usrednianie kosztu .
(wagledem u iy) przypomnienie
= & (£(swv) |u) &n = 6(6n|¢)

usrednianie usrednianie kosztu
wzgledem u dla ustalonego u

@ dalsze rozwazania beda dotyczy¢ gtéwnie kosztéw kwadratowych
R(¢) =& lp(uw)—y)* =& & (|lp(w)—yl* |u)
tzn. dla dyskretnego zbioru argumentéw (obrazéw, cech)
R(g) = > pit (lo(ur) — yill? | ux)
gdzie pr, = P (u = ug) = @(u;’i)
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(R) Koszt aproksymacji

Szczegobty obliczeniowe

® w ogdlnym przypadku R(¢) = 8Z(¢(u),y) = fﬂ(d)(u),y) dPy .y = 88(Z(¢(u),y) |u)
([ fulw) J fy|u(y|u)l(¢(u),y) dydu dla ciagtych Py
o ((s000) 1)
Zk Pk ffu\"k (yluk)l(qb(uk),y)dgi dla dyskretno/ciagtych Py, 4
& (¢(eCun)y) lur)
D PR D Pilk ¢(g(ur), ;) dla dyskretnych %y, 5

L g(£(¢(“k)vyj) |“k)

@ jesli w szczegdlnosci aproksymowana funkcja f jest znana a nieznany (losowy)
jest jej argument u ~ %y, funkgji, to

R(¢) = &¢(¢(w),y) = / (¢(w), f(w)) APy

. fq&(u)l o(u), f(u)) du dla ciagtych rozktadéw %,
N Ek P L(Pp(ug), f(uk)) dla dyskretnych rozktadéw 2,
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Koszt aproksymacji
Koszt kwadratowy

@ dalsze rozwazania beda dotyczyé gtéwnie kosztéw kwadratowych
R(¢) = &lo(w)~y|* = 8 & (| o(w)—y|” | u)
tzn. dla dyskretnego zbioru argumentéw (obrazéw, cech)
R(g) = p& (llo(ur) — well” [ur)
k

gdzie pr, = P (u = uy); skrétowo zapisujemy warunek | (u = u) w
postaci |uk
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Koszt kwadratowy aproksymatora
Przyktady

(®) jedli funkcja aproksymowana f jest znana (model niepewnosci |) to

Ra(®) =) pr l¢(we) — f(un)]?
k

(E) koszt kwadratowy aproksymatora ¢ dla funkcji aproksymowanej f obarczonej ad-
dytywnym niezaleznym btedem o zerowej wartosci oczekiwanej (model Il)

R(¢) = > pr & (Ilo(un) — flux) — el |uy)
k
= ok (lle(ur) = fwp)l? +8€%) = Ra(@) + Ve
k

(E) koszt kwadratowy aproksymatora ¢ dla funkcji aproksymowanej f obarczonej ad-
dytywnym btedem (model Ill) o zerowej warunkowej wartosci oczekiwanej &¢ | u

R(6) = pié (llo(ur) = f(ur) = | | uy)
k

= ok (lo(ur) = Fup)ll? +6 (2| wr)) = Ra(@) + Ve
k
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9.2 Aproksymator bayesowski
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Bfedy aproksymacji

L Aproksymator bayesowski

Aproksymator globalnie optymalny

(O Aproksymator globalnie optymalny

Aproksymator globalnie optymalny funkcji losowej, tzn. optymalny w ro-
dzinie wszystkich aproksymatoréw, zwany jest aproksymatorem bayesowskim ¢©

y

(O Koszt bayesowski

Koszt bayesowski R”, tzn. koszt aproksymatora bayesowskiego jest najniz-
szym mozliwym kosztem aproksymacji zadanej funkcji losowej, zatem koszt
(teoretyczny) dowolnego aproksymatora ¢ jest nie mniejszy niz koszt bayesowski

0 < R” =R(¢”) < R(¢)
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Aproksymator bayesowski i koszt bayesowski

(O Aproksymator globalnie optymalny

Aproksymator bayesowski funkcji losowej jest réwny warunkowej wartosci
oczekiwanej aproksymowanej funkcji losowej pod warunkiem jej argumentu

¢” (u) = arg¢inff§(||¢(U) ~ylI*|u) =&y |u)

a jego koszt teoretyczny tzn. koszt bayesowski, jest réwny wariancji warunkowej
aproksymowanej funkcji pod warunkiem jej argumentu

R® = R(¢") =67 (y|u)

% aproksymator bayesowski moze nie istnie¢, albo moze nie by¢ jednoznaczny

@® uzasadnienie rozwiazania: ozn. &, = &(& | u) mamy inf, R(¢) = &inf, 8|l (u)—yl|? (bo
wyniki dla réznych w nie s3 powiazane), czyli &, ||¢(u) —y||? = &u||ld(u) — Euy+Euy —y|?
T
= 8ullo(w) — 8uyl® +2 (6(w) — 8uy) & (Buy — ) +Eully — Euyl)®
—_— , ————
minimum dla

o wytaczone przed & 4, =8uy—8uy
P(w)=8Euy jako funkcja u =0

uY
nie zalezy od ¢
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Aproksymator bayesowski i koszt bayesowski
Aproksymacja funkcji nielosowej

(D Aproksymacja bayesowska w pefni znanej funkcji nielosowej

Jesli aproksymowana jest funkcja nielosowa (model niepewnosci l), tzn. y i u
sg funkcyjnie zalezne
y = f(u)
to aproksymator najlepszy globalnie jest identyczny z aproksymowana funkcja
¢” (u) = f(u)
a koszt bayesowski jest zerowy
R® =0 )
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Aproksymator bayesowski i koszt bayesowski
Obserwacje obarczone btedem

@ w ogdlnym przypadku koszt bayesowski jest niezerowy
(E) jesli obserwacje obcigzone s3 btedem € niezaleznym od u (model I1), to

¢" (u) = f(u) + 8¢
RE =
(E) jesli obserwacje obcigzone s3 btedem € zaleznym od w (model Ill), to
¢P(u) = f(u) +8c|u
RB =Ye|u
(®) klasyfikacja: jeéli klasy sa obserwowane bezbtednie z prawdopodobiefistwem p, tzn.
. {f(u) z prawd. p

11— f(u) zprawd. 1—p
wéwczas

Eylu=f(up+ (1 - f(u)(1-p)

8y* lu= fA(wp+ (1 - f(u)*(1—p)
a stad

¢B(u) = (2p— 1)f(u) + (1 — p)
RP =p(1-p)
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9.3 Aproksymator optymalny w zadanej rodzinie
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Bfedy aproksymacji

LAproksymator optymalny w zadanej rodzinie

Aproksymator optymalny w zadanej rodzinie

@ minimalny koszt teoretyczny R* (krétko: koszt minimalny) w rodzinie
modeli &
R*=inf R
inf R(9)

@ aproksymator optymalny w rodzinie ¢
¢ = arginf R(¢)
PED

@ aproksymator optymalny w rodzinie ¢ na ogét nie jest jednoznaczny

® wtasnosci aproksymatora i kosztu empirycznego sa trudne do wyprowadzen, gdyz - inaczej niz
dla aproksymatora bayesowskiego - funkcje ¢ s3 powiazane ze wzgledu na przynaleznos¢ do
tej samej rodziny ¢

@ z definicji minimalny koszt (teoretyczny) spetnia relacje
0< R® <R* < R(9)

gdzie ¢ jest dowolnym aproksymatorem z rodziny &
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Od aproksymatora do aproksymatora empirycznego

@ do okreslenia aproksymatora optymalnego w zadanej rodzinie niezbedna
jest znajomos¢ kosztu, ktéry zalezy od rozktadu 2, 4, (Srodowiska
aproksymacji)

o rozktad P, i wielkosci od niego zalezne (np. koszt teoretyczny
aproksymacji, najlepszy estymator w zadanej rodzinie) nie sg znane ale
moga by¢ szacowane przez wartosci empiryczne obliczone na podstawie
obserwacji (préby)
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9.4 Aproksymator empiryczny i koszt empiryczny
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(R) Wartosci empiryczne

@ przez populacje (populacje generalna) rozumiemy zbiér wszystkich
mozliwych obserwacji tej zmiennej losowej

@ préba S (zbidr obserwacji) to reprezentatywny podzbiér populacji, tzn.
taki, ktéry ma wtasnosci populacji

@ préba jest losowa prosta, tzn. i.i.d (ang. independent identical
distributions) jesli kazdy element populacji generalnej ma jednakows i
niezalezng od innych elementéw mozliwo$¢ znalezienia si¢ w prébie,
okreslonej w wyniku losowania wartosci tej zmiennej losowe;j

@ dla nieskonczonych populacji: wtasno$¢ powyzsza ma by¢ prawdziwa dla
kazdego skonczonego podzbioru populacji generalnej

@ Srednia empiryczna o& zmiennej losowej (funkcji zmiennej losowej)
definiowana jest jako jej $rednia warto$¢ dla proby S = {£1,...,&n}

N N
dE=1/NY &, Af(€) =1/NY_ f(&n)

n=1 n=1
@ wartosci empiryczne stosowane sg do szacowania warto$ci oczekiwanych
4 = &€
AfE) = &f(€)

Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022 338 / 531



SNR Sieci neuronowe

Btedy aproksymacji

LAproksymamr empiryczny i koszt empiryczny

(R) Wartosci empiryczne

@ prawdopodobieristwo empiryczne: prawdopodobienstwo dowolnego
zdarzenia Z jest warto$cia oczekiwang funkcji wskaznikowej x(Z) tego
zdarzenia

P(2)=2(x(2) =1) =&(x(2))
wiec wartoscig empiryczna prawdopodobienstwa zdarzenia jest czestos$é
empiryczna tego zdarzenia

PZ = dAx(Z)=1/NY_ x(Zn) = |Zal/N

gdzie | A| to liczba elementéw zbioru A
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Potrzeba eksperymentu

o rozktad 2, , i wielkosci z nim zwiazane nie sg znane ale moga by¢
szacowane przez wartosci empiryczne obliczone na podstawie proby

@ dla sieci neuronowych préba ma zwykle postaé zbioru uczacego

S = {(ul,yl)),..., (uN,yN)}

tzn. zbioru par (obserwacji wejscia i wyjscia funkcji aproksymowanej)
wylosowanych niezaleznie z rozktadu Srodowiska
o dla zbioru uczacego S moga by¢ okreslane m.in.
e empiryczna czesto$¢ wystepowania punktéw u
e empiryczna czesto$¢ pojawiania sie par (u,y)
e empiryczne prawdopodobiefistwa warunkowe wyjscia modelu y dla kazdego
wylosowanego punktu u
e empiryczne wersje aproksymatoréw i ich empiryczne koszty
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Modele obserwacji (1)
Bezbtfedne obserwacje

. def . .
o bezbtedne obserwacje: y; = f(un), wn ~ %Py, u1,...,un niezalezne

dobér uq,
stacjonarny

o wartosci funkeji f znane tylko dla pewnej liczby (V) losowo wybranych
argumentéw ui,...,uN

o reguty doboru argumentéw sa okreslone i niezmienne

o dobdr kazdego z argumentéw nie wptywa na dobédr pozostatych

A
Y

\/
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Modele obserwacji (Il)
Niezalezne btedy obserwacji

@ niezalezne addytywne bfedy obserwacji funkcji f

Yn d:eff(un)+€n7 Un N@uy €n Ng’e,
—_——  N———

dobdr u,, mechanizm
stacjonarny btedéw
stacjonarny

Ui, €1,...,UN,€EN Niezalezne

o (un,yn) ~ Pu puyse
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Modele obserwaciji (111)

Zalezne btedy obserwacji

o addytywne btedy obserwacji funkcji f zalezne od argumentu funkcji

yn(gf(un+ﬁn)7 (unyen) N@u,e
~—_—

dobér up, e
stacjonarny

(u1,€1),...,(un,€n),... niezalezne

uwaga: czy to samo co w modelu Il ?

A

Y
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Modele obserwaciji (1V)

Ogdlna zalezno$¢ losowa

@ obserwacje zalezno$ci losowe;j

(un,yn) ~ Py, (ul,yl),...,(uN,yN), niezalezne
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Koszt empiryczny

@ koszt empiryczny (ryzyko empiryczne) jest odpowiednikiem kosztu
teoretycznego, obliczonym na podstawie zbioru uczacego

Rs(9) = 4(0(u).y) = > (oo n)

losowy $rednia
(jako funkcja dla préby S

préby S)

(D Koszt teoretyczny a koszt empiryczny

koszt teoretyczny R(¢) koszt empiryczny Rs(¢)
zrédta losowosci: u, y zrédta losowosci: u,y, S
deterministyczny losowy (losowe dane)
wartosci niedostepne realizacje dostepne
rzeczywisty koszt estymuje koszt
zalezny od rozktadu danych zalezny od danych
v
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Koszt empiryczny
Przyktady

(® Koszt empiryczny -typowe przypadki

@ dla aproksymacji funkgcji

N
1
R(¢) =6ll¢(uw) —yl* — Rs(¢) = slllé(w) —yl® = D lIén — ull”
n=1
@ w szczegdlnosci, dla klasyfikacji obrazéw na dwie klasy:

R(¢) = P (p(u) #y) =&[¢(un) # yn]
N————

prawdopodobienstwo
btednej klasyfikacji
1-p*

1

N (¢(un) —yn)2

WE

Rs(¢) = o [$(un) #yn] =

czestosé
btednej klasyfikacji

Il
~

n

0 jesli Z jest fatszywe

1—7* . i .
gdzie dla dowolnego zdania Z oznaczono: [Z] = {1 ISR AT
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Aproksymator empiryczny

® minimalizacja kosztu (ryzyka) empirycznego ERM (ang. empirical risk
minimization)

R = min s (9)

zmienna losowe
losowa

jest popularng metoda aproksymacji
@ optymalny aproksymator empiryczny minimalizuje koszt empiryczny w
klasie aproksymatoréw &

def .
¢s = argmin Rs(¢)
T I A
zmienna losowe
losowa

@ optymalny aproksymator empiryczny na ogét nie jest jednoznaczny
@ minimalny koszt empiryczny i optymalny aproksymator empiryczny zaleza
od

e zbioru uczacego S
e rodziny ¢ aproksymatoréw
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Koszt a koszt empiryczny

@ postugiwanie sie kosztem empirycznym w zastepstwie kosztu
(teoretycznego) jest uzasadnione, o ile s3 dostatecznie bliskie sobie

|R(¢) — Rs(9)| <e

t ograniczenie dolne
Zn. kosztu teoretycznego

—_—
Rs(¢) —e < R(9) < Rs(9) +€

ograniczenie gérne
kosztu teoretycznego

@ wystarczy, by koszt empiryczny nie byt “zbyt optymistyczny”, tzn. by
ograniczy¢ oszacowanie gérne kosztu teoretycznego

R(¢) — Rs(¢) < €

o jesli powyzszy warunek jest spetniony z dostatecznie duzym
prawdopodobiefstwem (ufnoscig) 1 — & dla wszystkich klasyfikatoréw
zadanej rodziny

sup (R(¢) — Rs(@)) < e

ped

luka generalizacji

to réwniez koszt optymalnego klasyfikatora empirycznego jest ograniczony
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Luka generalizacji

(@ oszacowania luki generalizacji sup sc g (R(qﬁ) — R3(¢)) maja zwykle jedna z réw-
nowaznych postaci:
Dla wszystkich klasyfikatoréow danej klasy,
o dowolnego rozmiaru préby N > N° i dowolnego poziomu ufnosci 1 — 69,
luka generalizacji nie przekracza pewnego €°(N°,§°)
o i dowolnego poziomu ufnosci 1 — §°, luka generalizacji € jest dowolnie mata
(e < €°), o ile préba jest odpowiednio duza N > N°(§°,€°)
@ i dowolnego rozmiaru préby N°, luka generalizacji jest dowolnie mata
(e < €°) z prawdopodobiefistwem co najmniej 1 — §°(N?, €°)
@ uwaga: zwykle zaktadamy, ze préba jest i.i.d., ale losowe modyfikacje obrazéw w
celu zwiekszenia rozmiaru préby powoduja, ze préba nie jest i.i.d.
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Oszacowanie luki generalizacji
Jeden klasyfikator

®

®

przyktad: klasyfikator neuronowy o zadanymi parametrami

dla dowolnych: klasyfikatora, préby i.i.d., poziomu ufnoéci 1 — § i rozmiaru préby
N

R(¢) < Rs(¢) ++/In(1/6) /(2N)
powyzsza wtasno$¢ moze by¢ traktowana jako postaé prawa wielkich liczb dla klasyfikatora: dla
zadanego klasyfikatora koszt empiryczny jest zbiezny wg. prawdopodobienstwa z rozmiarem

@
préby do kosztu teoretycznego Rs(¢p) —— R(¢), tzn. koszt empiryczny jest estymatorem
N—oo
zgodnym kosztu zadanego klasyfikatora

rezultat wynika z tw. Hoeffdinga Hoeffding —  dotyczacego réznicy miedzy $rednia a warto-

Scig oczekiwang dla ciaggéw binarnych i.i.d.; warunek wielomianowej zaleznosci funkgji v od

1/€,1/6 jest spetniony gdyz %éﬂ < 11(2)? jest wielomianem zmiennych 1/¢, 1/6

@ powyzsze oszacowania s3 konserwatywne

@ z wtasnosci dla jednego klasyfikatora nie wynika, ze jest spetniona réwnoczesnie

dla dowolnej klasy klasyfikatoréw
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I—Apmksymator empiryczny i koszt empiryczny

Oszacowanie luki generalizacji
Skonczone rodziny klasyfikatoréw

(®) przyktad skorczonej rodziny klasyfikatoréw: sieci neuronowe o v parametrach bi-
narnych (rodzina 2" klasyfikatoréw)

(D Luka generalizacji skoriczonej rodziny klasyfikatoréw

Luka generalizacji m-elementowe] (skofczonej!) rodziny klasyfikatoréw jest
dowolnie mata z dowolnie duzym prawdopodobienstwem, o ile rozmiar N préby
i.i.d. jest dostatecznie duzy, tzn. ' O szacowanie luki
N> ln(m2/5)

2e

@ alternatywnie: & < m exp(—2€>N)

R(¢) < Rs(¢) + /In(m/8)/(2N)

% uzasadnienie: oznaczmy B; = {R(¢;) — Rs(¢;) > €}; z poprzedniej wtasnosci wynika, ze
P (B1 U...u Bm) < Z:;l 9% B; = m 6 czyli z prawdopodobiefistwem 1 — md zachodzi
@ (Vi: R(¢") — Rs(¢7)) < e

@ wtasnosci

o zwigkszenie rozmiaru m rodziny klasyfikatoréw (wzrost ztozonosci rodziny
klasyfikatoréw) zwieksza luke dualnosci
o zwigkszanie liczby pomiaréw przy statej ztozonosci m zmniejsza luke €
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SNR Sieci neuronowe

L Btedy aproksymacji

Aproksymator empiryczny i koszt empiryczny

® Oszacowanie luki generalizacji

Skonczone rodziny klasyfikatoréw - Koszt teoretyczny klasyfikatora bezbfednego

empirycznie

® Koszt przy zerowym koszcie empirycznym

Dla m-elementowej (skoriczonej!) rodziny klasyfikatoréw i N-elementowej pré-
by i.i.d., istnienie klasyfikatora ¢ bezbfednego empirycznie o dodatnim koszcie
teoretycznym jest dowolnie mato prawdopodobne, a doktadniej
e dla N-elementowe]j préby i.i.d., klasyfikator (Zhang 2011a)

Rs(®) =0AR(¢) > €

istnieje w zbiorze m z prawdopodobiefistwem co najwyzej § = m exp(—eN)

@ uzasadnienie (Scott 2014, Topic 4):

P (3pem : Rs($) = 0AR($) > ¢) <mP{Rs(¢) =0 A R(¢) > ¢}

< m(1—eY < mexp(—eN)
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Bfedy aproksymacji

LAproksymator empiryczny i koszt empiryczny

Oszacowanie luki generalizacji
Problem nieskonczonych zbioréw klasyfikatoréow

@ rozpatrywane dotychczas wtasnosci dotyczyty skonczonych rodzin klasyfikator
6w, tzn. rodzin o skonczonej zfozonosci m - dla nieskoriczonej rodziny
klasyfikatoréw wyniki te sg bezuzyteczne

@ problem: rodziny sieci neuronowych s3 (na ogét) nieskoriczone !!

@ dla nieskonczonej rodziny klasyfikatoréw ztozonos$¢ rodziny moze byé
charakteryzowana przez wymiar Vapnika-Chervonenkisa dyc (Vapnik and

Chervonenkis 1981) ' (eméwiony dalej)
@ dla skonczonych rodzin dyc < logy m

@ wymiar dyc umozliwia uogdlnienie wtasnosci aproksymatoréw do przypadku
nieskonczonych rodzin
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Bfedy aproksymacji
I—Apmksymator empiryczny i koszt empiryczny

Oszacowanie luki generalizacji
Woykorzystanie wymiaru VC dla rodzin nieskonnczonych

(O Luka generalizacji nieskoriczonej rodziny klasyfikatoréw

Dla nieskonczonej rodziny klasyfikatoréw o skonczonym wymiarze dyc, luka
generalizacji jest dowolnie mata z dowolnie zadanym prawdopodobienstwem 1 —
0 > 0, o ile tylko rozmiar préby i.i.d. jest odpowiednio duzy, tzn.

dla nieskonczonej rodziny klasyfikatoréw ¢ o skoficzonym wymiarze dyc i préby
i.i.d. o rozmiarze N, z zadanym prawdopodobiefistwem 1 — §

2N e +1n 4)
dvc )

R(¢) < Rs(¢) + \/% (dvcIn

4

@® dla zatozonego marginesu (klasyfikatory SVM) mozna zastapi¢ dvc przez dj. <
min(4R? /4%, p) (p - rozmiar obrazu)
@ oszacowania s3 konserwatywne, tzn. gérna granica btedu jest nizsza
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I—Apmksymator empiryczny i koszt empiryczny

Klasyfikacja PAC

(O Uczenie PAC (Valiant 1984)

Metoda klasyfikacji jest prawdopodobnie w przyblizeniu poprawna (ang. proba-
bly approximately correct) PAC dla rodziny klasyfikatoréw @, jesli ré6znica kosztu
i kosztu empirycznego jest dowolnie mata (< €) dla dowolnego klasyfikatora
¢ € ® i kazdej préby niezaleznej zgodnej z dowolnym rozkfadem %, tzn.

sup R(¢) — Rs(¢) < €
peP

z dowolnie duzym prawdopodobienstwem 1 — § o ile tylko rozmiar préby jest
odpowiednio duzy N > v(1/e,1/6) gdzie v jest pewnym wielomianem.

4

@ powyzszy warunek “bliskosci” kosztu empirycznego i teoretycznego jest
bardzo silny, gdyz
e musi by¢ spetniony jest réwnoczesnie (supremum w warunku) dla catej klasy
aproksymatoréw
e musi by¢ spetniony jest dla préby o dowolnym rozktadzie & ((ang.
distribution free))
o wielko$¢ préby zalezy tylko wielomianowo od luki € i prawdopodobienistwa ¢

() Metoda ERM jest PAC dla skoriczonych rodzin klasyfikatoréw i dla ro-
dzin nieskoriczonych o skoriczonym wymiarze dyc
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SNR Sieci neuronowe

Generalizacja i dob6r modelu

Temat 10: Generalizacja i dob6r modelu

10.1 Koszt generalizacji

10.2 Redukcja nadmiernego dopasowania
10.3 Ryzyko strukturalne

10.4 Wymiar Vapnika-Chervonenkisa
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Generalizacja i dobér modelu

L Koszt generalizacji

10.1 Koszt generalizacji
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Generalizacja i dob6r modelu

L Koszt generalizacji

Whiasnosci kosztu dla innych préb

@ czy na podstawie proby mozna wnioskowaé o wiasnos$ciach spoza
proby - problem generalizacji
o czy estymator ERM ¢% (sie¢ neuronowa) otrzymany dla pewnej préby S
minimalizuje réwniez btad empiryczny Ry, (¢) dla dowolnej innej préby V
@ inaczej: czy aproksymator ERM dla danej préby moze by¢ z powodzeniem
zastosowany dla innej préby?
o jak oszacowaé réznice miedzy kosztami empirycznymi tych estymatoréw
@ przez koszt generalizacji rozumiemy koszt teoretyczny aproksymatora
empirycznego
o jak koszt generalizacji zalezy od licznosci rodziny aproksymatoréw i od
rozmiaru préby?
e oszacowac koszt Ry(d)g) estymatora ERM dla préby walidacyjnej V (bez
testowania na tej prébie)
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Generalizacja i dob6r modelu

L Koszt generalizacji

Koszt teoretyczny estymatora empirycznego

@ przypomnienie: koszt teoretyczny ustalonego estymatora jest liczba nieujemna
(nielosowa)

wartos¢ oczekiwana
wzgledem u,y

1
R(¢) =6 (£(s(u),v))

(@ Koszt (teoretyczny) optymalnego aproksymatora empirycznego otrzymanego dla
znanej proby
Koszt (teoretyczny) aproksymatora empirycznego R(¢s) otrzymanego dla okreslonej
proby S
wartos$é oczekiwana
wzgledem u,y
dla ustalonego S
I
R(¢s) = R(¢s |S) =6 (£(¢s(u),v) | S)
jest liczbg nieujemng (nielosowa). )
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L Koszt generalizacji

Struktura kosztu
Interpretacja graficzna

R® |y
j @

@8 px ¢* 0,
f (losowa) f. aproksymowana
b aproksymator koszt teoretyczny R(¢)
¢F aproks. optymalny globalnie koszt bayesowski RE
los aproks. optymalny w klasie ¢ min. koszt teoretyczny R*=R(¢")=infycs R(9)
bs aproks. empiryczny, préba S koszt empiryczny s(ps)

¢% aproks. optymalny empirycznie  min. koszt empiryczny  R5 = Rs(¢s) =infyca Rs(¢)
koszt teoretyczny najlepszego estymatora empirycznego 5

S
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L Koszt generalizacji

Struktura kosztu

@ Struktura btedu teoretycznego dla optymalnego aproksymatora
empirycznego ¢ z zadanej rodziny ¢

koszt koszt koszt koszt koszt koszt
najlepszego g!obalnle najlepszego g!obalnle najlepszego najlepszego
aproksymatora najlepszego aproksymatora najlepszego aproksymatora aproksymatora
empirycznego aproksymatora w P aproksymatora empirycznego w P
* B * B * *
Rl¢s) = R(¢7)  + R(@") - R(@") + R(gs) — R
———
btad generalizacji nieredukowalny btad aproksymacji Aappr btad estymacji Aest
koszt bayesowski
.maty” dla ,duzej" ,duzy” dla ,duzej”
zerowy dla ztozonosci klasy & ztozonosci klasy @
obserwacji
bezbtednych nie zalezy od maleje do 0
licznoéci N préby z licznodciag N préby

@ oméwimy kolejno
o bfad aproksymacji
Aappr = R(¢") — R(¢B)

Aest = R(d’z) - R(d)*)

o bfad estymacji

o bfad (koszt) generalizacji
Agen = R((,bB) + Aappr + Aest = R(¢f§)
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Generalizacja i dob6r modelu

L Koszt generalizacji

Btad aproksymacji

@ bfad aproksymacji: dodatkowy koszt wynikajacy z zastapienia
aproksymatora najlepszego globalnie przez aproksymator najlepszy w danej
rodzinie (T8.3) (O approxnn
tzn. réznica kosztéw (teoretycznych)

e aproksymatora ¢* najlepszego w zadanej rodzinie m
o i aproksymatora ¢ najlepszego globalnie

Aappr = R(¢*) - R(¢B)
@ w szczegblnosci, dla klasyfikacji binarnej
Do = P (9" (w) # y) =P (6" (w) # y) =p" —p”
@ btad aproksymacji jest nielosowy i

e maleje ze wzrostem zfozonosci rodziny estymatoréw (dyc lub m)
e nie zalezy od rozmiaru proby N
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L Koszt generalizacji

Btad aproksymacji

Przykfad: Problem wielkosci rodziny aproksymatoréw

(®) Zbyt duza rodzina aproksymatoréw uniemozliwia generalizacje:
Rozpatrzmy zbiér obrazéw o p pikselach i zbiér uczacy S = {(ui,yi),i =
1,...,N}. Latwo okresli¢ klasyfikator w klasie wszystkich mozliwych klasyfikato-
réw, dla ktérego btad empiryczny jest zerowy dla dowolnie duzej liczby pomiaréw:

i dl =u;,t=1,...,N
gBu) = 4 ¥ dau=u,i=1..,
0 dla pozostatych u
Klasyfikator ten jest optymalny dla danych uczacych, ale dla innych danych koszt
empiryczny moze by¢ dowolnie duzy, co oznacza brak mozliwosci generalizacji
@ dla rodziny aproksymatoréw o skoficzonym wymiarze VC, i kazdego € > 0,
istnieje taki aproksymator o odpowiednio duzej ztozonosci, dla ktérego btad
whnoszony do btedu generalizacji R(¢*) — R(¢?) nie przekracza dowolnej
wartosci € > 0 (uniwersalne aproksymatory)
@ z punktu widzenia btedu aproksymacji nalezy stosowaé jak najbardziej ztozony
model (sie¢ neuronowa o duzej liczbie parametréw) ALE z punktu widzenia
generalizacji jest to zta polityka prowadzaca do bezuzytecznych rozwigzan
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L Koszt generalizacji

Btad estymacji

Vapnik and Chervonenkis (1981), Vapnik (1998), Zhang (2011), Moore (2001), Guestrin (2007),
Samir (2016), and Chun (2014)

@ bfad estymacji: réznica kosztow (teoretycznych):

o kosztu optymalnego aproksymatora empirycznego w rodzinie m
@ i kosztu optymalnego aproksymatora teoretycznego w rodzinie m

tzn. dodatkowy koszt wynikajacy z zastapienia optymalnego
aproksymatora teoretycznego w rodzinie m przez optymalny aproksymator
empiryczny w tej rodzinie

Res = R(¢5) — R(¢")
= &l|05 (u) = ylI” — &ll¢" (w) — y|*
o w szczegblnodci, dla klasyfikacji
Rese = (65(w) # y) =2 (6" (w) £4) =p" — '

o dla ustalonej rodziny klasyfikatoréw o skoficzonym wymiarze VC, koszt €
wnoszony przez estymacje do btedu generalizacji jest dowolnie maty z
zadanym prawdopodobiefistwem 1 — § < 1, o ile tylko rozmiar préby jest
odpowiednio duzy (N° jak dla btedu estymacji)
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Generalizacja i dob6r modelu

L Koszt generalizacji

Btad estymacji

Wtasnosci

®

btad estymacji jest losowy ze wzgledu na losowos¢ doboru elementéw
préby i

o rosnie ze wzrostem ztozonosci (dyc lub m) rodziny estymatoréw

o maleje ze wzrostem rozmiaru préby

wzrost ztozonos$ci rodzinK klasyfikatoréw Eowoduje zwiekszenie rozmiaru
proby gwarantujacej odchytke €, lub zwigkszenie odchytki € dla zadane;j
wielkosci préby

poniewaz dla dowolnej préby N z zadanym prawdopodobiefistwem nie mniejszym niz 1 — §
dla dowolnego € zachodza réwnoczesnie zdarzenia

R(¢s) — Rs(¢s) < e
R(¢") — Rs(¢") <
to réwniez (dodajac stronami) zachodzi
R(¢3) ZRs(¢5) + Bs(¢7) —R(¢") < 2¢
—_—

>0

@

i w rezultacie otrzymujemy 2 {R(¢5) — R(¢") < 2¢} > 1 — & zatem - zaréwno dla
skoniczonych jak i nieskoficzonych rodzin klasyfikatoréw - wystarczy we wczesniejszych wzorach
na luke generalizacji zastapi¢ € przez 2e
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Generalizacja i dob6r modelu

L Koszt generalizacji

Btad generalizacji

o bfad (koszt) generalizacji definiujemy jako koszt teoretyczny
aproksymatora empirycznego

Agen = R(¢35) = R(¢s | S) = & (U(¢s(u),y) | S)

@ btad generalizacji jest suma btedu bayesowskiego, btedu aproksymacji i
btedu estymacji
Agen = R(¢B) + Aappr + Aest

(D przy zwiekszaniu ztozonosci rodziny klasyfikatoréw, odchytka wnoszona do btedu
generalizacji przez btad estymacji rosnie, a odchytka wnoszona przez btad aprok-
symacji maleje

@ ta ostatnia wtasno$¢ jest punktem wyjsciowym metody estymacji poprzez
minimalizacje ryzyka strukturalnego
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L Koszt generalizacji

Szacowanie bftedu generalizacji
Préby walidacyjne

@ oszacowanie btedu generalizacji z zastosowaniem wielokrotnych
niezaleznych préb walidujacych
o zatozymy, ze oprécz préby uczacej S dostepne s3 niezalezne préby
walidujace Vi, k =1,...,n, losowane z z tego samego rozktadu
o wykorzystujemy prébe uczaca S do utworzenia estymatora ERM ¢
o stosujemy estymator ¢s dla kazdej préby walidujacej Vi i okreSlamy
empiryczny rozktad kosztéw empirycznych dla préb walidujacych, co
pozwala na oszacowanie kosztu teoretycznego i prawdopodobienstwa
odchytek od tego kosztu
o problem: na ogét brak dostatecznie duzego zbioru walidujacego
@ zatozymy, ze oprécz préby uczacej S dostepna jest inna (jedna) niezalezna
préba walidujaca V losowana z tego samego rozktadu przyktadow
o wykorzystujemy prébe uczaca S do utworzenia estymatora ERM ¢
o dla préby walidujacej V o licznoéci Ny, obliczamy koszt empiryczny Ry (¢%)
dla tej préby
e z wiasnosci luki generalizacji © © lukafin  \wynika, Zze dla préby V i skoiiczonego
wymiaru DC rodziny klasyfikatoréw, R(¢%) i Ry(¢%) réznia si¢ dowolnie
mato dla dowolnego poziomu ufnosci
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L Koszt generalizacji

Szacowanie bftedu generalizacji
Reprébkowanie

o modyfikacja technik walidacyjnych - walidacja skrosna (ang.
cross-validation): wielokrotne tworzenie préb walidujacych poprzez
utworzenie wielokrotnych zestawdw zbidr uczacy - zbiér walidujacy:
techniki k-sktadania (ang. k-folding)

o k-skfadanie (ang. k-folding), np. 10-krotna walidacja skro$na dla matych
prob
o techniki (ang. jackknifing); metoda “wydziel jeden” (ang. leave-one-out)
@ techniki bootstrap losowania préby ze zwracaniem
e niskie obcigzenie i wariancja estymatoréw kosztu
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L Koszt generalizacji

Szacowanie bftedu generalizacji
Wykorzystanie préby uczacej

@ stosuje sie réwniez szereg innych metod, np. kryterium informacyjne
Akaikego AIC i jego modyfikacje (np. metoda Watanabe-Akaike, metoda
Kashyapa), metody bayesowskie (np. bayesowskie kryterium informacyjne
BIC), metody najwickszej wiarygodnosci, metoda Fishera etc.
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10.2 Redukcja nadmiernego dopasowania
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Zmniejszanie bfedu generalizacji

Redukcja nadmiernego dopasowania

wczesne zatrzymanie uczenia

regularyzacja - karanie za zbytni wzrost wag, w tym regularyzacja L1 i L2
transformacje danych

lokalne pola receptoréw

regularyzacja stochastyczna: odrzucanie wag (ang. dropout)

aproksymacja: mozliwa dla matych sieci, wprowadzanie szumu -
usrednianie modeli o réznej architekturze lub uzycie réznych danych
uczacych

wspotdzielenie wag; sieci splotowe

trening wstepny (nienadzorowany) w celu doboru rejonu aproksymacji
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Zmniejszanie bfedu generalizacji
Woczesne zatrzymanie uczenia

@ wydzieli¢ zbiory danych: treningowy, walidacyjny i testujacy np. w
proporcji 60%, 20%, 20%
@ zatozy¢ hiperparametry: strukture sieci, funkcje kosztu, funkcje aktywacji,
parametry minimalizacji, wagi poczatkowe, etc., oraz algorytm minimalizacji
i jego parametry
@ trenowac sie¢ na zbiorze treningowym i obliczaé (np. co epoke) btad
empiryczny walidacji, zatrzymujac uczenie gdy spetniony jest warunek
stopu, np. postaci
@ btad walidacji przestaje male¢
@ btad walidacji wzrasta w ciagu zatozonej liczby krokéw/mini-porcji/epok
@ btad uczenia wzrasta ponad zatozony prog w stosunku do jego wartosci
minimalnej
@ jesli zachodzi potrzeba, ponowié 1. przy innych hiperparametrach
@ dla wybranych hiperparametréw i czasu minimalizacji wyznaczonym podczas
treningu na zbiorze walidacyjnym, trenowad sie¢ na zbiorze testujgcym
przez liczbe krokéw wyznaczong podczas walidacji

@ btad generalizacji szacowa¢ na podstawie btedu testowania

Error

validation
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Zmniejszanie bfedu generalizacji
Regularyzacja

®

regularyzacja, ostabianie wag (ang. weights decay)

ztozono$¢ modelu regulowana przez czfon regularyzacyjny

~4 ~ A 2
R (gw) = R(9w) + S 1ol
VvwTw regularyzacja L2 Tichonowa
gdzie [|[w|| = ¢ > |wi|  regularyzacja L1
max; |w;| regularyzacja Loo
przy zatozeniu rozktadu normalnego a'priori wag, regularyzacja L2 odpowiada minimalizacji
2
funkcji wiarygodnosci: jesli ¢, = ‘Nmo,/\_ll’ to In f(w) = % Zi\;l (y.; — wT¢(xN)) +
% lw||? + const jest funkcja wiarygodnosci

wersje: regularyzacja odrebna dla wag i obcigzen, ograniczanie zakresu wag,
karanie ograniczajace aktywacje
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Zmniejszanie bfedu generalizacji
Niezmiennicze transformacje wejs¢

@ niezmiennicze transformacje wejs¢: dopuszczalne modyfikacje, ktére nie
zmieniajg pozadanego wyniku aproksymacji (klasyfikacji), np. “niewielkie”
zmiany potozenia, wielko$ci obrazu, lokalnej jasnosci i in.

@ dopuszczalne transformacje zwiekszaja liczbe danych, a wiec polepszaja
generalizacje

@ wbudowanie dopuszczalnych transformacji w strukture sieci: lokalne pola
receptordw, propagacja styczna

@ wbudowanie niezmienniczo$ci w sieci: wspdfdzielenie wag: sieci splotowe!
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@ Zmniejszanie btedu generalizacji
Powiekszenie zbioru danych

@ sposoby powiekszenia zbioru danych (ang. image augmentation)

o translacje: losowy wybér 224 x 224 z 256 x 256 (2048 modyfikacji)
o odbicia lustrzane w pionie (2 modyfikacje)
e zmiany intensywnosci osi gtéwnych koloréw:

@ c; - wektor intensywnosci RGB piksela j obrazu u, j = 1,...J

@ $rednia intensywno$¢ RGB: ¢ = 1/J E]’ cj, macierz kowariacji RGB

C= 1/J2j(cj —o)(c; -
@ PCA: wartosci wtasne A1 < A2 < A3, macierz wektoréw wtasnych

P = [p1,p2,ps]

o kolory we wspétrzednych gtéwnych ¢’ vs. we wspétrzednych RGB ¢
¢ =P 1(c-70
c=7c+ Pc

@ zmodyfikowane intensywnosci RGB (modyfikacje wartosci wtasnych)

Cmod j =C+P(P '(c—0) +A)= c+2>\i0ti17i

@

gdzie Qg ~ WO,O.I
@ dla identycznych a; mamy po prostu ¢moq = (1 + @)c
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® Zmniejszanie btedu generalizacji
Propagacja styczna (1)

P. Y. Simard et al. (1998). “Transformation Invariance in Pattern Recognition - Tangent Distance
and Tangent Propagation”. In: Neural Networks: Tricks on the Trade. Vol. 1524. Lectures Notes in

Computer Science. Springer-Verlag, pp. 239274

@ rozbudowa zbioréw danych zastapiona przez wbudowany mechanizm
utozsamiania danych poprzez modyfikacje funkcji kosztu
o konstrukcja kosztu: funkcja, dla ktérej odlegtosé miedzy prototypem
rodziny a innymi obrazami danej rodziny nie zalezy od ‘“nieistotnych”
transformacji obrazu (niezmienniczy wzgledem “nieistotnych”
transformacji)
o okreslamy rézniczkowalng transformacje obrazéw s(u, ) gdzie « jest
parametrem, przy czym s(u,0) = u
o przyktadowo, s moze by¢ funkcja rozmycia: s(u, o) = u * ¢, .2
o przeksztatcenie obrazu w rodzine obrazéw: dla zadanego obrazu w,
okreslamy krzywa w przestrzeni U sparametryzowang przez «

0s(u,
yu:{u’:s(u,a),aeR}zs(u,O)—i—a% =u+ aT(u)
(%
a=0
T(u)
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® Zmniejszanie btedu generalizaciji
Propagacja styczna (2)

@ proces uczenia: propagacja styczna (ang. tangent propagation)

e minimalizacja odlegtosci od rodziny obrazéw (od krzywej, a nie od
pojedynczego obrazu): obliczy¢ jej ptaszczyzne styczna i minimalizowaé
odlegtos¢ miedzy ptaszczyznami

o wprowadzi¢ czton regularyzacyjny ktéry karze za zmiany wyjscia przy
transformacjach wejscia, ktére przeksztatcaja obrazy w obrazy réwnowazne
pod wzgledem rozpoznawanych tresci
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Zmniejszanie bfedu generalizacji
Odrzucanie wag (dropout)

N. Srivastava et al. (June 2014). “Dropout: A Simple Way to Prevent Neural Networks from
Overfitting” . In: Journal of Machine Learning Research 15, pp. 1929-1958

@ podczas treningu losowo i niezaleznie usuwaé neurony ukryte wraz z ich
potaczeniami
o prawdopodobiefistwo odrzucania: p &~ 0.2 dla warstw blizszych wejsciu do
p ~ 0.5 dla blizszych wyjsciu
e w rezultacie otrzymujemy rozktad Bernoulliego aktywnych neuronéw
o usrednianie wynikéw chwilowych sieci podczas uczenia

@ podczas testowania nie odrzucaé wag i stosowaé petng siec z
proporcjonalnie zmniejszonymi wagami p;w;

uczenie testowanie
w pw
Present with Always
probability p present
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Zmniejszanie bfedu generalizacji
Dropout - interpretacje

@ w jednym kroku uczenia otrzymuje sie jedng z 2"¢ mozliwych sieci z
zachowaniem liczby wag, gdzie ng jest liczba neuronéw ukrytych -
probkowanie z wyktadniczej liczby sieci

@ odrzucanie wag zapobiega nadmiernej wzajemnej adaptacji neuronéw
podczas uczenia - kazdy neuron ukryty musi dziata¢ z losowo wybranymi
neuronami

@ zwiazek z reprodukcja genéw

o reprodukcja nieseksualna: przekazywanie zmutowanych kopii genéw rodzica;
optymalizuje indywidualne przystosowanie poprzez przekazywanie " dobrych”
genow.

o reprodukcja seksualna: mutacja genéw rodzicéw: moze obnizaé
indywidualne przystosowanie ale jest ono lepsze przy koniecznosci dziatania
z innym zbiorem genéw (dropout)

@ dropout jako regularyzacja stochastyczna: losowos¢ dziatania neurondéw ukrytych
@ dropout jako minimalizacja wartosci oczekiwanej funkcji strat
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Nienadzorowany pre-trening

@ trening wstepny

e wprowadzenie wiasciwych warunkéw poczatkowych
e uzycie danych nieetykietowanych

@ autoenkodery
@ ograniczone maszyny Boltzmanna

@ gftebokie maszyny Bolzmanna
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10.3 Ryzyko strukturalne
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Koszt a koszt empiryczny

Nadmierne dopasowanie

DEFINICJA Nadmierne dopasowanie

Aproksymator ¢ jest nadmiernie dopasowany do danych (ang. overfits the
data), jesli istnieje inny aproksymator ¢’ ktéry

@ jest empirycznie gorszy, tzn. Rs(¢’)

> Rs(¢)

o ale teoretycznie lepszy, tzn. R(¢') < R(¢)

@ przy parametrze ufnosci §
ztozono$¢  licznos¢

parametr btad odchytka
rodziny préby ufnosci teoretyczny
dvc N 1-6 R €
— % — — <
s — — \ s
— — v — s

@ widaé m.in., ze zwiekszanie ztozonosci rodziny klasyfikatorow, przy
statej licznosci préby i parametrze ufnosci, moze prowadzi¢ do

nadmiernego dopasowania
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Minimalizacja ryzyka strukturalnego
Oszacowanie btedu generalizacji

@ wzrost ztozonosci modelu zmniejsza ryzyko empiryczne ale zwigksza btad
generalizacji

@ ryzyko strukturalne: ryzyko empiryczne Rs(¢) zwigkszone o czfon
regularyzujacy G(P) reprezentujacy koszt ztozonosci modelu

Rs(¢) + A\G(D)

@ koszt ztozonosci modelu mozna oceni¢ poprzez luke generalizacji tzn.
maksymalna - z prawdopodobieristwem 1—§ - odchytke kosztu i kosztu
empirycznego estymatora ¢ (dla licznosci préby N > dvc)

¢=R($) ~ Rs(¢) = \/% (ve o Q;VN +1n3)

o jesli dopuszczamy k btedéw klasyfikacji, to Rs(¢) = N i ryzyko
strukturalne ma postaé

r +)\\/N dvcln +ln5>

renrik?r igf:t maks. réznica kosztu
piryczny i kosztu empirycznego R(¢)—Rs(¢)
Rs(¢)
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Minimalizacja ryzyka strukturalnego

@ ciag rodzin klasyfikatoréw
Prc...comC...
o malejacy koszt empiryczny
(malejaca liczba btedéw)

‘ wderfimng  Vlasyfikator SEM  overfining
koszt

ryzyko strukiuralne o

K> > >

koszt dozonodel

@ rosnaca ztozono$é estymatoréw

dve! < ... <dve™ < ...

koszt empiryoay

@ minimalizacja ryzyka
strukturalnego: wybraé dyc dla
ktérego ryzyko strukturalne jest
minimalne tzn. zmiana kosztu
empirycznego rébwnowazy zmiane
kosztu ztozonosci

k 1 2eN 4
~ )\\/N(dvc In ==+ In ) & cy/dve/N

Sewell 2006
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10.4 Wymiar Vapnika-Chervonenkisa
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Klasyfikatory binarne a zbiory

(O Klasyfikacja binarna w jezyku zbioréw i funkcji

@ dowolny klasyfikator na dwie klasy 4+, — zadanego zbioru obrazéw U jest
réwnowazny
e zbiorowi C4 C U obrazéw klasyfikowanych do klasy +
o funkcji ¢ klasyfikujacej obrazy, tzn. okreslajacej indeks klasy dla kazdego
obrazu u € U

(1)

i
KLASYFIKATOR

(z lewej:) kazdemu klasyfikatorowi binarnemu odpowiada zbiér C+ obrazéw (punktéw) w U
nalezacych do klasy +
(z prawej:) kazdemu klasyfikatorowi binarnemu odpowiada punkt ¢ w zbiorze klasyfikatoréw &;
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Rozbicie przez rodzine zbiorow

o w jezyku klasyfikacji : rodzina klasyfikatoréw moze dokona¢ dowolnej
klasyfikacji binarnej zbioru skofczonego (obrazéw)

@ w jezyku teorii zbioréw : rodzina zbioréw € rozbija (ang. shatter) zbidr
punktéw (obrazéw) U jesli moze zrealizowaé dowolng klasyfikacje tego
zbioru, tzn. kazdy jego podzbiér skoriczony U’ moze byé wyodrebniony
(odseparowany od pozostatych podzbioréw) przez pewien zbiér C € 6

U=unc

inaczej: dla kazdego skoriczonego podzbioru U’ C U istnieje taki zbiér
C € 6, do ktérego naleza wytacznie wszystkie punkty ze zbioru U’

=

o w jezyku funkcji klasyfikujacych : dla skoficzonego zbioru (obrazéw) U i
dowolnej klasyfikacji (C+,C—) punktéw tego zbioru, w rodzinie funkgji
klasyfikujacych ¢ istnieje funkcja poprawnie klasyfikujaca

w(u;) = yi dla uw;, CU
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Przyktad: rozbicie przez pétproste w R

U

(6 .—

> °

6 rodzina wszystkich pétprostych domknietych R

6 rozbija dowolny zbiér dwuelemen- % nie rozbija zadnego zbioru tréje-
towy e lementowego
- -« U 7,
4 b a b c g
dlaa <b: {a} =(—o0,a], {b}=
[b, 00) dla a < b < ¢ punkt {b} nie moze by¢

wyodrebniony przez 6
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Przyktad: rozbicie przez pétptaszczyzny w R?

6 = rodzina pétptaszczyzn w R?

%6 rozbija dowolny zbiér 3- % nie rozbija zadnego zbioru 4-
elementowy (z wyjatkiem trzech elementowego
punktéw na prostej)
a
a
b d
% b d
gdyz, w zaleznosci od dwu mozliwych
. . @ potozen punktu ¢, podzbiér {c,a} lub

np. {a} =CNCL, {a,c} =6NCY podzbiér {c} nie moga by¢ wyodrebnio-

ne przez 6 )
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Przyktad: rozbicie przez prostokaty kolinearne w R?

6 = rodzina prostokatéw o bokach réwnolegtych do osi w R?

@ 6 rozbija np. zbiér
4-elementowy
{(1,0), (—1,0),(0,1), (0, —1)} @ 6 nie rozbija zadnego zbioru
5-elementowego

A2 4 U o w dotychcza59wycij,
x'\i‘\ przyktadach licznos¢
\ B maksymalnego rozbijanego

zbioru bytfa réwna liczbie
,wolnych” parametréw rodziny

6

v
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® Przykfad: rozbicie przez zbiory wypukte w R?

6 = rodzina zbioréw wypuktych w R? (Sontag 1998)

@ 6 rozbija dowolny zbiér punktéw na okregu

u

(wystarczy utworzy¢ powtoke wypukta dowolnego podzbioru)

@ liczba wolnych parametréw 6 jest nieograniczona; rozbijana rodzina
zbioréw ma nieskonczong licznosé
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® Przyktad: rozbicie nieskonnczonego zbioru przez rodzine o
jednym parametrze

(® Vapnik (1995)

o funkcja klasyfikujaca: £, (u) = 1(sin(w u)) odpowiada zbiorom
Cw = {u : sin(wu) > 0}

@ rodzina tych zbioréw (jeden parametr!) rozbija zbidr c-elementowy
U=1{2"",...,27°} dla dowolnego ¢

@ dla dowolnej konfiguracji y1, ..., yp, € {0, 1} wystarczy przyja¢ yo = 1 i
c
w="m E Yi 2°
i=0
@ woéwezas dla dowolnej konfiguracji (y1, ..., y;), y; € {0, 1}, przynaleznosci do klas i

dowolnego elementu 277 zbioru U mamy

0277 = (sm(w2 ) = 1 Sm(zﬂ'y 2"~ J)

H=il
=1sin7r2 y; 2 J+7'ryj +7r E y2lj
i=0 0Iub1r i=j+1

€(0,m) wielokrotnoéé 27

= i N P — 4 2 K D nlon
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Wymiar Vapnika-Chervonenkisa

o (©infinite family | ymjar Vapnika-Chervonenkisa rodziny 6
dvc(“6) = najwieksza liczno$¢ zbioru rozbijanego przez rodzine 6

o w jezyku klasyfikacji: dvc(6) to najwieksza licznos¢ zbioru obrazéw,
ktére by¢ dowolnie klasyfikowane przez 6
@ jesli wymiar VC rodziny € réwny jest dyc to
o istnieje dyc-elementowy podzbiér rozbijany przez C

» sie¢ binarna: istnieje dyc-elementowy zbiér obrazéw poprawnie
klasyfikowanych przez sie¢ dla dowolnej klasyfikacji

o moze istnie¢ dyc-elementowy podzbiér nie rozbijany przez C
(o elementach w “pozycji szczegdlnej”)

» sie¢ binarna: moze istnie¢ taki dyc-elementowy zbiér obrazéw, dla
ktérych sie¢ nie potrafi dokona¢ dowolnej klasyfikacji
o nie istnieje dyc + 1-elementowy podzbiér rozbijany przez C
» sie¢ binarna: nie istnieje dyc + 1-elementowy zbiér obrazéw, dla
ktérych sie¢ moze dokonac dowolnej klasyfikacji
(®) dla rodziny 6 pétprostych w R: dyc(6) =p+1

(®) dla rodziny € hiperptaszczyzn zorientowanych w R?, dyc(€) =p+1
@ tatwo pokaza¢, ze dla skonczonych rodzin klasyfikatoréw m < log, dyc
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) VC dla sieci a VC dla zbioréw

Zbiory

Sieci wielowarstwowe

| Perceptron Rosenblatta

U C RP, B ={uy,...

,Uct

hipoteza Cy C U

sie¢ p(u) = w' (B + Vu) z
rodziny ®[v, h] o zadanych 9 =
B, V,w)

1-warstwowy perceptron Rosenblatta o
zadanych parametrach 9

rodzina hipotez C
{Cy :0 € O}

rodzina sieci @[, h] o dowolnych ¥

rodzina N 1-warstwowych perceptro-
néw Rosenblatta o dowolnych wagach

9 jest rozbijany przez C

N[v, h] moze dowolnie klasyfiko-
waé obrazy %

N R moze dowolnie klasyfikowa¢ liniowo
obrazy %

ve(e)
funkcja wzrostu

maksymalna liczba réznych klasyfi-
kacji ¢ obrazéw za pomoca rodziny
sieci N[, h]

maksymalna liczba klasyfikacji liniowych
c obrazéw v (c) =

2¢ dlac < p+1
2 2 2 (C:I) dlac > p+1

i=

dyc(C)

dyc(N[v, h]): najwieksza liczba
obrazéw dowolnie klasyfikowanych
przez N[, h]

najwieksza liczba obrazéw dowolnie kla-
syfikowanych liniowo przez N (= p +

1)
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Generalizacja i dob6r modelu

L Wymiar Vapnika-Chervonenkisa

® Wymiar VC dla przykfadowych klasyfikatoréw

[ typ sieci [ asympt. granica dolna | asympt. granica gérna | literatura
g odcinkami wielomianowa 2 0@ GED
d - max. stopien wielomianu O(L%v + Lvlogy v) BMMOs
Q(Lvlogy(v/L)) O(vn) BHLM17
g odcinkami liniowa O(vvlogy (pn)) BHLM17
p - max. liczba przedziatéw Q(Lv) BMM98
Q(Lvlogy(v/L)) O(Lvlogy v) BHLM17, HL16, BMM98
oo Q(vlogy v) M94
sieci RelLU Q(Lv) BMMO8
Q(Lvlogy(v/L)) O(Lvlogy v) BHLM17
o S(vlogy n) BHLM17,M94,BH89,C
g odcinkami stata | O eEaEe)) BHLM17
sign(sin(w u) oo
najblizszy sasiad oo

g - funkcja aktywacji

n - liczba neuronéw

v - faczna liczba parametréw (wag, obciazen)

L - liczba warstw

v=1/v Zi_l v;, v; = liczba parametréw w warstwach 1 do ¢

O(h(n)): funkcja co najwyzej rzedu h(n); asymptotyczna granica gérna; f(n) < ch(n);
Q(h(n)): funkcja f jest co najmniej rzedu h(n); asymptotyczna granica dolna; f(n) > ch(n)
O(h(n)): granica asymptotyczna (O(h(n)) i Q(h(n)))

BHLM17: P. L. Bartlett et al. (2017); BMMO98: P. Bartlett, Maiorov, and Meir (1998); BH98:
Baum and Haussler (1998); GJ95: Goldberg and Jerrum (1995); M94: Maass (1994); C68: Cover
(1968)
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LTvenowanie sieci neuronowych

11.1 Trenowanie sieci neuronowych

)Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe d 402 / 531



SNR Sieci neuronowe
Uczenie sieci neuronowych

LTrem:iwanie sieci neuronowych

Empiryczna minimalizacja ryzyka (ERM)
Zadanie uczenia sieci neuronowej

@ metoda ERM uczenia sieci neuronowej ¢: dobér parametréw (wag i
obciazen), minimalizujacych ryzyko empiryczne

Rs(6) = x> 0(6(w). 1)

@ dobdr wag odbywa sie metoda rekurencyjna przy uzyciu metod
gradientowych

@ na ogdt obliczenie gradientu ryzyka Rs zastepuje sie estymacja gradientu
dla porcji danych (ang. mini-batches) o rozmiarze T', wybranych losowo w
T kolejnych krokach poczawszy of chwili t; = (j — 1)T

tj+T

Rsj(¢)= > (o(u(t),y(t)), j=1,2...

t=tj+1

przy czym T jest rzedu kilkudziesieciu, zwykle znacznie mniejsze niz
dtugosé epoki (rozmiar préby) N.
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Uczenie sieci neuronowych

I—Trenowanie sieci neuronowych

® Aproksymacja stochastyczna
Podstawowy algorytm Robbinsa-Monroe

@ problem: znalez¢ zero 9" funkcji Q(1?), ktérej obserwacje y(9) sa
zakftécone, ale 8y(¥9) = Q(9)

Algorytm Robbinsa-Monroe (Robbins and Monro 1951; Blum 1954)

Ciag parametréw

Ont1 =P — Y y(On), >0

zbiega do 9" z prawdopodobienstwem 1 o ile
o funkcja y(19) jest jednostajnie ograniczona
o funkcja Q(9) jest niemalejaca,
@ pochodna Q'(9") istnieje i jest dodatnia

o ciag krokéw {~,} spetnia warunki

S S
Zyn = 00, Zvi < o0
n=0 n=0
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Uczenie sieci neuronowych

LTrem:iwanie sieci neuronowych

Mody minimalizacji (1)

@ ogdlnie: (Lw, Ly, Ls)
o Ly, - liczba krokéw (dtugosé okna) uzywana do
obliczenia gradientu
e Ly -liczba krokéw w kierunku gradientu

e L - przesuniecie okna o b

(D Moda natychmiastowa, stochastic gradient descent SGD (1,1,1)

@ estymatory gradientu oparte na pojedynczych
prébkach! = oszczedno$¢ pamieci, duza

wariancja = unikanie miniméw lokalnych (+), ®
problematyczne okreslanie minimum (-), wiecej =
krokéw treningu (-) °
o koszt empiryczny = koszt dla pojedynczej pary fs| @
uczacej . g
@ jedna korekcja wag po kazdej prezentacji pary Lw
uczacej )
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Uczenie sieci neuronowych

I—Trem:iwanie sieci neuronowych

Mody minimalizacji (2)

( Porcje (ang. batches) (|5],1,|S])

@ koszt empiryczny = koszt skumulowany
usredniony w porcji o L., > 1 krokach

@ stosowane zwykle dla “ptytkich”sieci
perceptronowych i skonczonego zbioru uczacego
S; zwykle =epoka, L., = |S|

@ lepsza od SGD estymacja gradientu =, szybsza
zbiezno$¢, oszczedno$¢ pamieci

Lg *—o—o

(O Mini-porcje (ang. mini-batches (L., 1, L))
@ koszt empiryczny = koszt skumulowany
usredniony w porcji o L., > 1 krokach

o dla sieci gtebokich zwykle zbiér kilkudziesieciu
obrazéw (327) zaleznie od GPU

@ lepsza od wsadowej estymacja gradientu =,
szybsza zbieznos¢, oszczednos$é pamieci
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Uczenie sieci neuronowych

I—Trem:iwanie sieci neuronowych

Mody minimalizacji

(O Wielokrotne uzycie gradientu + mini-porcje (L, Ly, L)

k —o

@ koszt empiryczny = koszt skumulowany w
mini-porcji o L,, krokach

@ Ly > 1 krokéw minimalizacji przy uzyciu tego
samego gradientu, np. do osiagniecia minimum w
kierunku gradientu

g

Lw

(O Okno przesuwne (L., Ly, Ly)
@ koszt empiryczny = koszt skumulowany w
mini-porcji o dtugosci L., k
@ usuniecie Ls najstarszych i prezentacja L
nowych par uczacych, Ls < Ly,
@ opcjonalnie: Ly > 1 krokéw minimalizacji _—
przy uzyciu tego samego gradientu

®Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022 407 / 531



SNR Sieci neuronowe
Uczenie sieci neuronowych

LTrem:iwanie sieci neuronowych

Problem minimalizacji kosztu empirycznego

@ problem: minimalizacja funkgcji

R(9) = Rs(s)
przy czym funkcja jest gtadka tzn. ciagte sa

R(®) = dR(19): gradient kosztu empirycznego; g(t) = R/ (9(t))
oY
R'(®9) = gﬂLa(gT): hessian kosztu empirycznego; H(t) = R (9(t))

@ warunek wystarczajacy minimum
R@ =0
R'w) >0
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Uczenie sieci neuronowych

LTrem:iwanie sieci neuronowych

Idea rekurencyjnej minimalizacji gradientowej

Ogodlna postac algorytmu
_ It +1) =9(t) +7(t)
gdzie
@  t: indeks kroku minimalizacji
@  J(¢): wektor parametréw sieci (wagi, obcigzenia) w kroku t

@  r(t): kierunek zmian wektora parametréw (zalezny od gradientu i hessianu
kosztu empirycznego)

@  : szybko$¢ uczenia (ang. learning rate)
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Uczenie sieci neuronowych

LTrem:iwanie sieci neuronowych

Kroki uczenia

Schemat korekcji parametréw
sie¢ ¢y o parametrach (wagi, obciazenia) ¥
inicjalizacja: j = 0
@ gromadzenie danych dla mini-porcji (okna o dtugosci L., )
@ inicjalizacjai = j; R = 0; 9 = 9°
@ wylosowaé L., par uczacych (u(t),y(t))
@ obliczenie kosztéw dla mini-porcji i aktualnych parametréw
@ dla kazdej pary obliczy¢ wyjécie sieci ¢y (u(t)) i koszt chwilowy R(9) = R(¢py(u(t)))
@ kumulacja kosztu chwilowego R(¥) += R(t)

@ obliczenie gradientu kosztu skumulowanego wzgledem parametréw g(t) z zastosowaniem
algorytmu propagacji wstecznej

@ korekcja parametréw 9 += nr(g(t))
© przesunaé okno o L danych (5 += L), powrdt do @
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11.2 Metody pierwszego rzedu
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L Metody pierwszego rzedu

Metoda najwiekszego spadku

@ klasyczny wzér Taylora 1 rzedu dla ]A%jako funkcji szybkosci uczenia
R(® +yr) = R@) + 77 R (9) + o()
o jesli przyjmiemy r = —R'(z?) to dla wystarczajgco matych v mamy
R(® +~r) = R() — | R (9)|* < R(9)
Algorytm korekcji parametréw - metoda najwickszego spadku
Dla dostatecznie matej szybkosci uczenia +y, algorytm
I(t+1) =9(t) —v9(t)

redukuje btad empiryczny R

R. H. Refsnaes (2009). “A brief introduction to the conjugate gradient method". kL
folk.idi.ntnu.no/elster/tdt24/tdt24-£09/cg.pdf
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Uczenie sieci neuronowych

L Metody pierwszego rzedu

® Gradient sprzezony

o kierunki sprzezoner, s: r'R"s =0
o gradient sprzezony (ang. conjugate gradient) idea:
r() Ht)r(r)=0 dlat=1,...,t—1

Algorytm gradientu sprzezonego
B(t+1) =9(t) +yr(t)
r(t)=—g(t)+ Bt -1)r(t-1),  7(0)=—g(0)

lg(t+1)|?
B(t) = ~=————4%— Fletcher-Reeves
N FOTE
.
Mﬂz(ﬂﬁ+n_g@lg@+n Polak-Ribiere
lg@)ll
o dla funkcji kwadratowej w R”: F-R, P-R s3 identyczne, zbieznos$¢ po v

krokach
@ sugeruje sie restart po kazdych v krokach
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11.3 Metody drugiego rzedu
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L Metody drugiego rzedu

Metoda Newtona

@ wzér Newtona 2. rzedu
RW +77) = REO) 477 R (0) + 577 R (9) 7 + 0(r°)
o gradient R w funkcji »
YR (O +y7) =7R () +7" R'(9)r +o(7*)

@ kierunek poprawy

r=-R'(0) "R ®)
Algorytm Newtona
9(t+1) =9(t) -7 H ' (1) g1 J

@ przy minimalizacji kierunkowej, zbiezno$¢ w v krokach dla funkgji
kwadratowej
@ problemy

@ obliczenie hessianu i jego odwracanie
e powolny “rozbieg”, mozliwa rozbiezno$¢ z dala od ekstremum
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Uczenie sieci neuronowych

L Metody drugiego rzedu

® Metody zmiennej metryki (quasi newtonowskie)

@ aproksymacja hessianu H" aby spetniony byt warunek
H"(9)(9 —9") = £'(9) — /(")
oznaczymy P(t) = ﬁ_l(t), Az(t) =z(t+1) —x(t)

Algorytm zmiennej metryki

9(0) =9°, P(0) =1, P(1)- zastosowaé metode najwiekszego spadllu

I(t+1) =9(t) -y P(t) g(t)

P(t+1)=P@)+ AP(t)
wersja Davidona-Fletchera-Powella (DFP)

AP - AP0 AW P Ag(t) Ag(0) P()

AD(t)T Ag(t) Ag(t)™ P(t) Ag(t)

wersja Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno (BFGS)

AP(t) = AP(t)ore + Ag(t) P(t)Ag(t) z 27

A9(t)  P()Ag(t)

AD()'Ag(t)  Ag(t)TP(t) Ag(t)

gdzie z =
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L Metody drugiego rzedu

Metoda Levenberga-Marquardta

@ pofaczenie metod najwiekszego spadku i Newtona

r(g)=—vH+AI)'g

@ parametr Marquardta A jest zmniejszany do zera podczas minimalizacji
o () A "duze” (daleko od ekstremum) — najszybszy spadek
e () A "mate” (w poblizu ekstremum) — metoda Newtona

@ dla funkcji kwadratowych q

q
RO) =2 > i) —0)? =5 > R @)
1=1

i=1
R @) = Zyz 9) Ry(9

"(9) = Zy (9) Bi(9)+4;(9) " (9)

~0w pobllzu
ekstremum

Algorytm Levenberga - Marquardta

d(t+1) =0 (Zyz 9) 4" (9) +)\I) Zyz ()
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Uczenie sieci neuronowych

LSpet:yficzne techniki neuronowe

Specyficzne techniki neuronowe
Wygtadzanie wyktfadnicze wag

o wspdtczynnik inercji o, 0 < a <1
Wygtadzanie wykfadnicze wag
AY(t+1)=—yg(t) — aAV¥(t), 0<a<l
——

czton inercyjny
Z{on inercyjny i
redukuje efekty fluktuacji gradientu

@ zmiana wag nastepuje w kierunku —gradientu skumulowanego wazonego
G(t) zamiast kierunku — gradientu)

I(E+1)=09() —v (gt) + ag(t — 1) + a’g(t —2) +...) = — v G(t)

gradient skumulowany wazony

@ czton inercyjny jest réwny gradientowi skumulowanemu wazonemu

dit+1)=90t) —v@glt)+ aGEt-1) )
N—_——

.poprawka”: ,poprzedni”
gradient skumulowany
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LSpet:yficzne techniki neuronowe

Specyficzne techniki neuronowe
Wygtadzanie wyktadnicze Nesterova

Y. Nesterov (1983). “A method for unconstrained convex minimization problem with the rate of
convergence o(1/k2)". In: Doklady AN SSSR (Soviet. Math. Docl.) 269, pp. 543-547

Wygtadzanie wyktadnicze Nesterova (Nesterov 1983)

9(t) = 9(t) + FAY(t — 1) punkt obliczenia gradientu
AY(t) = —ag(t) + aAd(t — 1)

gdzie gradient g(t) jest obliczony w punkcie 9(t)

@ zbiezny dla minimalizacji funkcji wypuktych, wykorzystane do uczenia sieci
(Sutskever 2012),

@ problem: konieczno$¢ obliczania gradientu w punktach posrednich
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Specyficzne techniki neuronowe
Uproszczone wygtadzanie wyktadnicze Nesterova

Y. Bengio, N. Boulanger-Lewandowski, and R. Pascanu (2012). Advances in optimizing recurrent
networks. Tech. rep. U. Montreal. URL: https://arxiv.org/pdf/1212.0901v2.pdf

Uproszczone wygtadzanie wyktadnicze Nesterova (Bengio e.a. 2012)

s(t+1)=—yg(t) + as(t)

O(t+1)=9() —ast)+(1+a)yst+1)

includegraphics
@ algorytm uproszczony wykorzystuje tylko punkty posrednie 9

@ algorytm jest zbiezny do rozwigzania Nesterova
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LSpet:yﬁt:zne techniki neuronowe

Wspétczynnik kroku uczenia

@ staty wspétczynnik kroku: 0.05 + 0.25 (Freeman);
v < 1/liczba wej$é neuronu; v mniejsze dla neuronéw z wieloma
wejsciami; v wieksze w warstwie wyjsciowej (zwykle tam mate gradienty)

o redukcja wyktadnicza (ang. exponential decay) v = ~o exp(—kt)
@ redukcja 1/t: v = vo/(1 + kt)
@ redukcja co kilka epok (np. 0.5 co 5 epok, 0.1 co 20 epok)
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Zroznicowane predkosSci uczenia wag
Reguta delta-delta

@ pochodna kosztu wzgledem wspétczynnika uczenia +;
Vi(t) = 0i(t — 1) —vigi(t — 1)

dR _ dR dvi(t)

d’yi - dﬂz(t) d’)’i

=—gi(t) gi(t —1)

Algorytm §-9

Pi(t+1) = 94(t) — 7:(t) gi(t)
Yt +1) =) +v9:(t) gi(t — 1)

o wrazliwo$¢ na dobédr v

@ szybki wzrost ~y; jesli kolejne pochodne g;(t) sa tego samego znaku
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SNR Sieci neuronowe
Uczenie sieci neuronowych

LSpecyﬁczne techniki neuronowe

Zroznicowane predkosSci uczenia wag
Reguta delta-bar-delta

@ gradient zastapiony przez gradient wygtadzany wyktadniczo

Algorytm §-§ (delta-bar-delta) (R. A. Jacobs 1988)

Di(t + 1) = 94 (t) — vi(t) gs(t)
Yi(t + 1) = vi(t) +v9:(t) Ga(t — 1) (%)
9.()=¢q:t-1)+(1-8gl), 0<&<1

o dodatkowe zabezpieczenia: 7y ro$nie liniowo jesli znak gradientu nie
zmienia sie, w przeciwnym razie maleje wyktadniczo

Zmodyfikowany algorytm 6-6

Yt + 1) = vi(t) + {"‘ gdy gi(t)gi(t —1) >0 (4]

—Bri(t—1) gdy g:(t)g:(t —1) <0

0<k<0.05 01<pB<03

®Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022 424 / 531
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Uczenie sieci neuronowych

LSpet:yficzne techniki neuronowe

Zroznicowane predkosSci uczenia wag
Adagrad

J. Duchi, E. Hazan, and Y. Singer (July 2011). “Adaptive Subgradient Methods for Online
Learning and Stochastic Optimization”. In: JMLR 12, pp. 2121-2159. URL:
http://jmlr.org/papers/vi2/duchilla.htm A. Karpathy (2016). Convolutional Neural
Networks for Visual Recognition. Tech. rep. 2016 class C5231n. URL: http://cs231n.github.io/

Adagrad: Algorytm gradientu adaptacyjnego

Si(t) = S7(t—1) +gi (t)

AY;(t) = —gi(1) ﬁ

czynnik redukujacy

o S7(t) jest skumulowanym kwadratem i-tej wspétrzednej gradientu do
chwili ¢

@ sugerowane e ~ 107* — 1078

@ krok jest redukowany dla wag o ,duzych” fluktuacjach sktadowych
gradientu

@ wada: zbyt szybkie ttumienie kroku
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Uczenie sieci neuronowych

LSpet:yficzne techniki neuronowe

Zroznicowane predkosSci uczenia wag
RMSprop

Hinton A. Karpathy (2016). Convolutional Neural Networks for Visual Recognition. Tech. rep.
2016 class CS231n. URL: http://cs231n.github.io/ S. Ruder (2017). An overview of gradient
descent optimization algorithms. Tech. rep. arxiv.org/abs/1609.04747. Cornell University

Propagacja RMS (ang. Root Mean Square Propagation) (Hinton 2014)
Gi(t) = ngi(t—1)+ (1 -u) g
1
9i(t) = 9i(t) — gi(?)

VO +e

—_———

czynnik ttumigcy

° E(t) wygtadzone wyktadniczo kwadraty wspétrzednych gradientu g7 (t)
@ wspdfczynnik tfumienia (ang. decay rate) p zwykle réwny 0.9, 0.99, 0.999
@ sugerowane € = 1078, 81 = 0.9, B2 = 0.999
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Uczenie sieci neuronowych

LSpecyﬁczne techniki neuronowe

Zroznicowane predkosSci uczenia wag
Adam

D. Kingma (2015). “Adam: A Method for Stochastic Optimization”. In: /CLR, poster
Adaptacyjna Estymacja Momentu Adam (Kingma 2015)

(t) = grad f(6(t — 1))
(8) = Bt — 1) + (1 — Br) gi(2)
Fa(t) = B2 gPilt — 1) + (1 — B2) g2 (t)
(&) =7:(t)/(1 - B})

(t) = g% ()/(1 - 55)

(t)

ADi(8) = 280
gI(t) +e

Gi(t) jest wygtadzona wyktadniczo wspétrzedng gradientu

G2(t) jest wygtadzonym wyktadniczo kwadratem wspétrzednej gradientu
~=0.001, p1 = 0.9, po = 0.999, e ~ 107% — 1078

algorytm odpowiada algorytmowi RMSprop z gradientem wygtadzanym
wyktadniczo
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Uczenie sieci neuronowych

LSpet:yficzne techniki neuronowe

Inicjalizacja wag (1)

@ wagi poczatkowe “za duze" - przedwczesne nasycenie, za “mate”: zbyt
mate gradienty, “$mier¢” neuronéw ReLU (Lee, Oh, and Kim 1991)

@ jakie powinny by¢ wartosci oczekiwane i wariancje losowo inicjalizowanych
wag aby wariancje wyj$¢ poszczegdlnych warstw byty identyczne, dla
zatozonej liczby wejé¢ p i wyjs¢ g warstwy

@ uwaga przez liczbe wej$¢/warstwy neuronu rozumie sie liczbe neuronéw w
polu recepcyjnym (we wszystkich mapach aktywacji w sieciach 3D)

@ popularne podejscie: Ew(0) = 0, Yw(0) = ﬁ, np.

0 b(0) =0, w(0) ~U(_g4,q), gdzie a = \/Lﬁ

e b(0) =0, w(0) ~ ﬁﬂo,l,

@ metoda Xaviera (Glorot and Bengio 2010): Yw(0) = -2, np.

~ pta’
o b(0) =0, w(0) ~ U(_, 4 gdzie a = /ﬁ

® 5(0) =0, w(0) ~ -2 No 1

@ metoda He dla aktywacji ReLU (He et al. 2015): b(0) = 0,

w(O) ~ \/gd\/ql
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Uczenie sieci neuronowych

LSpet:yfit:zne techniki neuronowe

Inicjalizacja wag (2)

o metoda Kumara (Kumar 2017): w(0) ~ o.No,1 gdzie

o dla aktywacji ReLU o = \/g

o dla rézniczkowalnej funkcji aktywacji o = m
e np. 1/,/p dla g(z) = tgh(z)
e 3.6//p dla sigmoidu g(z) = 1/(1 + exp(z))
@ randomizowana inicjalizacja asymetryczna (Lu et al. 2019) dla funkgji
aktywacji typu RelLU:

o wybraé rozktad & na przedziale nieujemnym, (np. B2, 1) i obliczy¢

02=\/§(—n\;—;+\/m?%+1—m2)

gdzie m1, ma sa pierwszymi dwoma momentami &%
e b(0) =0, w(0): pierwsza warstwa zgodnie z He, kolejne warstwy
o dla wybranej losowo wagi w(0) ~ %
o dla pozostatych wag w(0) ~ o N1
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SNR Sieci neuronowe

Propagacja wsteczna gradientu

Temat 12: Propagacja wsteczna gradien

12.1 tancuch funkgji
12.2 Funkcje na grafie
12.3 Zastosowanie w sieciach neuronowych
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Propagacja wsteczna gradientu

L taricuch funkcji

12.1 tancuch funkgji
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Propagacja wsteczna gradientu
L{'.i-lricuch funkcji

Pochodna funkcji ztozonej
tancuch funkcji jednej zmiennej

(® Przyktad: tancuch funkcji jednej zmiennej

ug = fa(us)

us = fa(up)  ua = fa(f3(fo(fi(w0)))) pi — pui def dui
u2 = f2(w) f = faofzofz0fi UM duy
uy = f1(uo)

@ wygodnie utozsamiaé nazwe funkcji z jej wartoscia, np. przez dziecko u;
rozumiemy dziecko wezta f;

@ funkcja ztozona reprezentowana jest przez $ciezke grafu

d
@ problem: znalezé pochodna funkcji ztozonej Y

®Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022
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SNR Sieci neuronowe
Propagacja wsteczna gradientu
L{'.i-lricuch funkcji

Pochodna funkcji ztozonej
tancuch funkcji jednej zmiennej - pochodne wewnetrzne

(® Przyktad: Pochodne wewnetrzne
ua = fa(f3(f2(f1(u0)))) f = faofsof20of1

GREA  El aE e
;

1
N N N il I\\
\\\ Y x A x v “x

fi(uwo)  (fa(ur)  (f5(uz)) (fi(us) e

d
o d—y: iloczyn pochodnych wewnetrznych w dowolnej kolejnosci
U

= —
D§ = fi(uo) D3 = fi(us)

D = Dg f3(u1) D3 = f3(u2)Ds3
D = D§ f3(u2) Di = f3(u1)Dj
D = D§ f4(u3) D§ = fi(uo)D}

SNR Sieci neuronowe

®Andrzej Pacut
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Propagacja wsteczna gradientu
L{'.i-lricuch funkcji

Pochodna funkcji ztozonej
tancuch funkcji jednej zmiennej - propagacja prosta

(® Przyktad: taricuch funkcji jednej zmiennej - propagacja prosta

A

DO Dl 2 3 Dg dy

D
1 e=—w{f (o) ) o= (2= f ()= S

@ propagacja prosta: mnozenie od wejscia

@ wyniki posrednie: pochodne kolejnych zmiennych wzgledem wejscia -
nieuzyteczne dla sieci neuronowych
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Propagacja wsteczna gradientu
L{'.i-lricuch funkcji

Pochodna funkcji ztozonej
tancuch funkcji jednej zmiennej - propagacja wsteczna

(® Przyktad: tancuch funkcji jednej zmiennej - propagacja wsteczna

NN

fl uo 4—0f2(ul)<—0f3(’u,2 4—0f4 ’u,3)<—o 1

y

@ propagacja wsteczna: mnozenie pochodnych wewnetrznych “od wyjscia do
wejscia”
@ wyniki posrednie: pochodne wyjscia wzgledem zmiennych posrednich

= wptyw wariacji zmiennych posrednich na wariacje wyjscia

Semestr zimowy 2021/2022 439 / 531

®Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe



SNR Sieci neuronowe
Propagacja wsteczna gradientu
L{'.i-lricuch funkcji

Propagacja gradientu dla faincucha funkcji
Poréwnanie FP i BP

o tancuch funkgji skalarnych jednej zmiennej fr, k=1,...,¢
@ obliczyé pochodna f'(u) funkcji ztozonej f = feofe—1---of1 dla danego u

Algorytm propagacji wstecznej (BP)

Algorytm propagacji prostej (FP) dla tarficucha funkgji
dla fancucha funkgcji
@ inicjalizacja: up = u, Do =1
@ inicjalizacja: ug = w, D=1 @ kroki “do przodu” - obliczenie
o kroki “do przodu”: obliczanie wartosci funkgji:
wartosci funkgcji i pochodnych: dak=1,....1¢
dlak=1,...,¢ wur = fr(ur—_1)
DF — ph-1 dfi(ur—1) @ kroki wstecz - obliczenie wartosci
- dug—1 pochodnych
uk:fk(uk—l) dlaj:Z—l,...,O
dfit1(uy)
D)y = Iy )
° ﬂ(u) = D* J Ak du;
du J Y- p
du -0
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Propagacja wsteczna gradientu

L Funkcje na grafie

12.2 Funkcje na grafie
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Propagacja wsteczna gradientu
L Funkcje na grafie

Obliczenia na grafie

u}m_’ 0 . fa U4q @m y

@ funkcja ztozona reprezentowana przez graf obliczeniowy: graf skierowany
bez petli (ang. directed acyclic graph) DAG
o wezty grafu: funkcje
e krawedzie przychodzace: argumenty funkcji, krawedz wychodzaca: wartosé
funkgji
@ kolejnos¢ topologiczna weztéw: jesli A < B tzn. wezet A jest przodkiem
wezta B, to #A < #B; uwaga: nie jest odwrotnie, tzn. dla numeracji
topologicznej weztéw jesli zachodzi # A < #B, to niekoniecznie A jest
przodkiem B
@ propagacja prosta obliczen na weztach sieci : obliczanie w porzadku
topologicznym
@ propagacja wsteczna obliczen: obliczanie w kolejnosci przeciwnej niz
porzadek topologiczny
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Propagacja wsteczna gradientu

L Funkcje na grafie

Obliczenia pochodnych funkcji ztozonej

@ pochodne dowolnej zmiennej y (krawedzi wychodzacej z pewnego wezta
f;) wzgledem innej zmiennej u (krawedzi dochodzacej do pewnego wezta
fi, 1 < j) jest sumg iloczynédw pochodnych wewnetrznych dla wszystkich
Sciezek od f; do f;

@ pochodne wewnetrzne: pochodne czastkowa wyjscia wezta wzgledem
wejscia wezta

@ iloczyn pochodnych wewnetrznych w ramach $ciezki w dowolnej kolejnosci

443 / 531

Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022



SNR Sieci neuronowe
Propagacja wsteczna gradientu
L Funkcje na grafie

Pochodna funkcji ztozonej
Idea propagacji prostej dla funkcji wielu zmiennych

(® Przyktad: Propagacja prosta dla funkcji wielu zmiennych

L=

us
ug U4q
“ ._> S i
us

w1 = f1(uo)

uz = fa(ur)

uz = f3(u1)

us = fa(uz,us)

us = f5(ua) 2

Fh(ur) o>

fi‘g(u27 ’us) \

0 0 Dy dy
1 o) , ot () S
fé,(ul)°0_> fzi\a(“%“?»)

Semestr zimowy 2021/2022
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Propagacja wsteczna gradientu
L Funkcje na grafie

Pochodna funkcji ztozonej
Idea propagacji wstecznej dla funkcji wielu zmiennych

(® Przyktad: Propagacja wsteczna dla funkcji wielu zmiennych

RS Y ) S i T

w1 = f1(uo) f3

uy = fo(ur) . us
uz = f3(u1)

us = fa(uz,us)

us = f5(uaq)

Y (o) Fo(ua)+— 1

D3
Fh(ur) e fi5(u2,u3)
dy D§ /. D2 /2( v 42 [>> D8

d D32
\fé(u1)<—3- fi‘g(u2¢u3)
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Propagacja wsteczna gradientu

L Funkcje na grafie

Propagacja prosta (FP) gradientu

Propagacja prosta (FP)

@ obliczanie wartosci funkcji wewnetrznych i ich pochodnych oraz wartosci
pochodnych D* dla kazdego wezta z w kolejnosci zgodnej z porzadkiem
topologicznym

z = h(v)
_ Oh
D* = D" — (reguta FP)
gdzie viEZ’Ph v

e Ph oznacza zbiér rodzicéw wezta h, tzn. weztem docelowym (ang. target)
sygnatu v jest h

o D* = 8—Z gdzie u jest argumentem funkcji ztozonej
u
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Propagacja wsteczna gradientu
L Funkcje na grafie

Propagacja wsteczna (BP) gradientu

e

Propagacja wsteczna (BP)

@ Sciezka wprzéd (ang. forward pass): obliczanie wartosci funkcji
wewnetrznych dla kazdego wezta w kolejnosci zgodnej z porzadkiem
topologicznym

o Sciezka wstecz (ang. backward pass): obliczanie wartosci pochodnych
wewnetrznych i pochodnych D, dla kazdego wezta w kolejnosci przeciwnej
do porzadku topologicznego O

D, = Z D,, — (reguta BP)

gdzie hiccw v
e Cv oznacza dzieci wezta o wyjsciu v

1o}
o D, = 8—Z gdzie y jest wyjsciem funkcji ztozonej (np. wartoscia kosztu lub

wyjéciem warstwy czy sieci)
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Propagacja wsteczna gradientu
L Funkcje na grafie

Propagacja wsteczna (BP) gradientu
Przyktadowe wezty obliczeniowe

(® Funkcja R — R
y = f(w)

u ._,.._. ® Funkcja R — R? y = f(u,v)
D, =D, f’ y = f(u) oy

® Funkcja R? — R Y v

Yy = f(u, ’U) n z D, = Dy f;(u, ’U)

® Funkcja R? — R?

u
+ D g, (u, v)
f Yy Dy, = Dy f'(u) + D= g’ (u)
" Y Y Dy, = Dy f!(u,v)
+ D. g, (u,v)

D, =D, f;(u, v)
D, = D, fll) (u, v)
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Propagacja wsteczna gradientu

L Funkcje na grafie

Przyktad
Obliczanie pochodnych przy uzyciu BP

Zapisaé algorytm obliczenia % przy uzyciu BP dla funkcji y = f(u) (rys.)
uo u

v Lr\ 2

Dy, =1

Dus = Du7 f§|6(u4yu5yu6) fﬁ Us

Dys = Dy, féls(U4,U5,u6)

Dy, = Duy f§|4(U4,U5,u6)

Dyy = Dy fi|3(u2, UB) + Dug fé,|3(u3) + Dug fé|3(u3)
Duy = Dujy fy)5(u2,us)

Duy = Du, fé|1(ul) + Dug f§|1(u1)

df
a = Duyy = Du, f{|o(u1)
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SNR Sieci neuronowe
Propagacja wsteczna gradientu
L Funkcje na grafie

Przyktad
BP vs. FP

(® Przykfad: Wyniki algorytméw FP i BP s3 identyczne

Poréwna¢ wyniki obliczenia pochodnych % przy uzyciu algorytméw FP i BP
0

dla systemu:
z1 = fi(zo)
w2 = fa2(wo,T1)
x3 = f3(2o,21,72)
propagacja prosta gradientu propagacja wsteczna gradientu
D™ = f{|0 Dy, = f:’l,u
D™ :fé|0+fé|1 D™ D, :fé\1+Dx2 fé\l
D* = f§|0 + f§|1 D*' + fé|2 D* Dz, = f?l,\o + Da, fé\o + Dq, f{|0

Oczywiscie wyniki dziatania obu algorytméw s3 identyczne

dz
= f:a/’\o + f§|1 f{|o + f?/)|2 fé|o + f§|2 fé|1 f{|0
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SNR Sieci neuronowe

Propagacja wsteczna gradientu

L Funkcje na grafie

Przyktad
Obliczenie pochodnych przy uzyciu BP (2)

(® Przykfad
. N oy 9y .
Zapisa¢ algorytm obliczenia pochodnych —, —— przy uzyciu BP dla systemu
_ ou  Ow
r = In(u)
v = cosr

z = sinw D
s =uv+ 22 D
y=vsz D, =D, + szD,
D
D

U o—>

—— = D,, = cos(w)D,
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SNR Sieci neuronowe
Propagacja wsteczna gradientu
L Funkcje na grafie

Mapa pochodnych sieci

Poréwnanie FP i BP

BP @ propagacja prosta gradientu (FP):
FPT - pochodne zmiennych posrednich
dz wzgledem zmiennych niezaleznych
z ooy @ propagacja wsteczna gradientu (BP):
: pochodne zmiennych zaleznych
wzgledem zmiennych posrednich

:1 @ w sieciach neuronowych: potrzebne
x pochodne kosztu wzgledem wag i
w 0 obciazen

wierzchotki grafu na osiach, upo-
rzadkowane topologicznie
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SNR Sieci neuronowe
Propagacja wsteczna gradientu
L Funkcje na grafie

Posta¢ macierzowa

@ macierze pochodnych dla dowolnej sieci

0 0 ... 0O 1 0 ... 0
. of: * 0 ... 0 ; * 1 0
i= =1. . |, D={D’}j=0,.n. = | .
{3’&] }J 8 [ { ]}1:8,’...:71
* * ... 0 * ox ..0 1

o w szczegdlnosci, dla tafncucha i dla sieci warstwowej (macierz blokowa)

0 o
wn o i
F = duy F = duy
dfn 0 - dfa o
dun_l dun—l

@ postaci macierzowe

propagacja prosta gradientéw F' D =D — 1T
propagacja wsteczna gradientow DF =D —1I
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SNR Sieci neuronowe

Propagacja wsteczna gradientu

LZastosowanie w sieciach neuronowych

12.3 Zastosowanie w sieciach neuronowych
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SNR Sieci neuronowe

Propagacja wsteczna gradientu

I—Zastusowanie w sieciach neuronowych

Propagacja wsteczna kosztu dla perceptronu dwuwarstwowego

® BP dla sieci dwuwarstwowej

@ sie¢ dwuwarstwowa:

P h q
G = E vt 85 =7;(C5), 2k = E Wi,j85, Yk = gk(zk), R= E 2y yp)
i=1 j=1 k=1
@ algorytm BP (Sciezka wstecz):
Dr =1
Dy, = Drt,, (yi,v3), k=1,....q

D, = Dy, 9, (26), k=1,.,q
sj, k=1,.,q

w5 .
j=1.,h

Dy, =>7 Dawkg, j=L1.hk
D¢; = Ds; v5(¢), j=1.h

Dy, = D¢ ui, j=1.hi=1.p
D“’i = E::l DCJ' Uj,ir 1= 1,..,p

@ w rezultacie
e pochodne kosztu wzgledem wag:

=D
i, Owi,j

OR
o pochodna kosztu wzgledem wejscia sieci: us = Dy,
g
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SNR Sieci neuronowe
Propagacja wsteczna gradientu

Zastosowanie w sieciach neuronowych

Propagacja wsteczna kosztu dla perceptronu dwuwarstwowego
Zapis wektorowy

(® BP: pochodna kosztu dla sieci dwuwarstwowej - Zapis wektorowy

@ sie¢ dwuwarstwowa

q
C=Vu, s=70), =z=Ws, y=g(z), RE=) ),
k=1

o B 1

@ algorytm BP
Dr =1 @ stad

— !
Dy = DRéy(y,y") o pochodne kosztu wzgledem wag:

D. = Dy.g'(2) OR(s OR(u

Dw = D, s" ()=Dv, aév): "%

Ds = WTDf o pochodna kosztu wzgledem wejé¢ sieci:
D¢ = Dy.7;(S) OR(u)

DV =Dcu’ u = HPu

Dy = VTD;
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SNR Sieci neuronowe
Propagacja wsteczna gradientu

Zastosowanie w sieciach neuronowych

@ BP dla sieci podstawowej

(®) BP przez podstawowa sie¢ dwuwarstwowq

dla sieci podstawowej
warstwa ukryta () = 1/(1+exp(—ag))
7 () =aCl—=¢),i=1..h A (¢)=a.s.(l-5s)
warstwa wyjéciowa gi(z) =z g(z) ==z
funkcja strat ks vR) = 5lluk — w2112 Uy, y°) = 5lly —v°|I?
b, = vk — vy U=y—y°
elementy BP
Dyi:yi_yf Dy =y —y°
2 = Dy, D, = Dy
DCj :aDsj DC :aDs.S.(l—S)
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SNR Sieci neuronowe
Propagacja wsteczna gradientu

LZastosciwamie w sieciach neuronowych

Modut BP dla warstwy

Posta¢ macierzowa

BP przez warstwe do
wejsc

H ‘p Y
defantid
du dy

®Andrzej Pacut

z=Wu
y=9(2)

Modut BP dla warstwy

d** 1 L
du We | dy
d_
dw

SNR Sieci neuronowe

BP przez warstwe do
wag

L. o L
Woa---1.d_

o y
dw
D. = Dy-gl(z)
Dw=D.u"

Semestr zimowy 2021/2022
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SNR Sieci neuronowe
Propagacja wsteczna gradientu

LZastosciwamie w sieciach neuronowych

@ Propagacja wsteczna przez sie¢

(® BP przez sie¢ wielowarstwowa do wag

— ) == e = @ .
e e e Loyl

dane: y,y’, WO .. w®),

D, = el(y)

for k=L step —1to 1
D.=D,.g'(z)

DW(k) = DzuT
D,=Ww®'D,
endfor
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SNR Sieci neuronowe

Propagacja wsteczna gradientu

LZastost:iwamie w sieciach neuronowych

Drugie pochodne

o y° = f(u) jest wartoscig pozadang dla sieci ¢ z wejsciem u
o ¢ aproksymuje funkcje f: ¢(u) = f(u)

o BP przez sie¢ ¢ oblicza gradient f: f/(u) = dg(w)

P~ w)

° ?l(u) s3 wartoéciami pozadanymi dla sieci ¢! z wejéciem u

~

o ¢ aproksymuje funkcje 7 : ¢'(u) = 7
~1

. L. . =
@ BP przez sie¢ ¢ aproksymuje wartoéci aproksymowanego hessianu f
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SNR Sieci neuronowe
LPropagacja wsteczna gradientu
O EiRosrara
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SNR Sieci neuronowe
Propagacja wsteczna gradientu
O EiRosrara
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SNR Sieci neuronowe

Cze$¢ IV: Gtebokie sieci neuronowe )

Temat 13. Obliczenia gtebokie
Temat 14. Gtebokie sieci splotowe

Temat 15. Generatywne sieci antagonistyczne
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SNR Sieci neuronowe

LOinczenia glebokie

Temat 13: Obliczenia gtebokie

13.1 Specyfika obliczen gtebokich
13.2 Obrazy jako wejscia sieci

ndrzej Pacut Semestr zimowy 2021/2022 464 / 531



SNR Sieci neuronowe

Obliczenia gtebokie

LSpecyﬁka obliczen gtebokich

13.1 Specyfika obliczen gtebokich
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SNR Sieci neuronowe
Obliczenia gtebokie
I—Specyfika obliczen gtebokich

@® Gteboko$¢ systemu obliczeniowego

@ system obliczeniowy /funkcja ztozona / sie¢ neuronowa jako skierowany
graf przeptywéw (ang. flow graph);

o kazdy wierzchotek reprezentuje pewnga funkcje elementarna

o krawedzie reprezentuja wartosci liczbowe:
krawedzie dochodzace do wierzchotka sa wartosciami argumentéw tej funkgji
krawedzie wychodzace z wierzchotka s3 réwne wartosci funkcji dla tych
argumentéw

o wierzchotek bez rodzicéw utozsamiamy z wejsciem systemu

o wierzchotek bez potomkéw utozsamiamy z wyjsciem systemu

@ przyktady rodzin funkgcji elementarnych

{+7 — % /}

o {neurony formalne tzn. funkcje aktywacji kombinacji liniowej wejs¢}
o {neurony RBF, tzn. funkcje gaussowskie kombinacji liniowej wejs¢}
(]

o gfebokos¢ grafu przeptywéw: dtugosé najdtuzszej Sciezki we-wy

o gtebokos¢ sieci neuronowej: liczba neuronéw podlegajacych treningowi na
najdtuzszej sciezce

@ architektura gteboka: gtebokos¢ > 2
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SNR Sieci neuronowe
Obliczenia gtebokie
LSpecyfikal obliczen gtebokich

Aspekty obliczen gtebokich

Efektywnos¢ reprezentacji funkcji

@ zgodnie z ,,neuronowymi” twierdzeniami aproksymacyjnymi, sie¢ o
gtebokosci 2 i odpowiednio duzej liczbie neuronéw warstwy ukrytej
dowolnie doktadnie aproksymuje dowolna funkcje ciagty / catkowalna

@ problem zfozonosci obliczen: niezbedny rozmiar (“szeroko$¢”) warstw sieci

@ problem efektywnosci: istnieja funkcje aproksymowane dla ktérych dla
okreslonej doktadnosci niezbedny rozmiar warstwy ukrytej rosnie
wyktadniczo z liczbg wejs¢ dla d = 2 warstw, ale liniowo dla d > 2
warstw

® dla rodziny neuronéw RBF, istnieja funkcje wymagajace liczby wierzchotkéw rosnacej wyktad-
niczo z liczba wejs¢ dla gtebokosci d, ale o liniowo rosnacej liczbie wierzchotkéw dla gtebokosci
d + 1 (Hastad)

@ ogdlniej: istniejg funkcje reprezentowane efektywnie dla architektur gtebokich,
ale nie dla ptytkich

@ no free lunch funkcja wybrana losowo moze nie by¢ reprezentowana efektywnie,
niezaleznie od architektury obliczen - brak znajomosci struktury wewnetrznej
wzgledem rodziny funkcji elementarnych
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SNR Sieci neuronowe

Obliczenia gtebokie

LSpet:yﬁkal obliczen gtebokich
Aspekty obliczen gtebokich

M - system biologicznych sieci gtebokich

@ kora mézgu: system wielowarstwowy

Bruno Dubuc, Douglas Hosp. Research Centre, Verdun, Qu-
ebec, Canada

@ obliczenia w mézgu s3 wielowarstwowe (wizja: do 10 warstw)

L. Simard, 3080558B Fundamentals of Computer Vi-
sion 308-558B, www2.cs.sfu.ca/CourseCentral/821/1i/
material/refs/Simard-biology.pdf
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SNR Sieci neuronowe
Obliczenia gtebokie
LSpet:yfikal obliczen gtebokich

Aspekty obliczen gtebokich

Sieci dynamiczne

@ rozwiniecie sieci dynamicznej w czasie (modelowanie, prognozowanie)
prowadzi do sieci gtebokiej

o kilka chwil dziatania sieci dynamicznej mozna sprowadzi¢ do jednej chwili
dziatania kilku segmentéw sieci statycznej

u(t)

——— X(t+1) y(t+1)
% S o ]
x(t)
u{0) ult—1)
x(0) LX) (t—1)

t=t—1 i
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SNR Sieci neuronowe
LOhIiczenia glebokie
LSpet:yfikal obliczen gtebokich

Gteboki percept wielowarstwowy

uw | q)(l) Y=y ¢(2) o . ) (p(L) y“" y
w|a rstw u kryte warstwa-wyjscliowa

Xo

X O

X C)v

X O

X. v

X
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SNR Sieci neuronowe
Obliczenia gtebokie
LSpet:yfikal obliczen gtebokich

Gtebokie perceptrony wielowarstwowe
Problemy uczenia

@ bardzo duza liczba wag: obraz kolorowy 1280 x 960 x 3 = 3686 400 wejs¢;
tzn. jeden neuron ukryty wymaga 3686 401 wag

@ “zanikajacy gradient’ (ang. vanishing gradients): liczba wag wptywajacych
na pochodna kosztu rosnie w nizszych warstwach (tzn. blizszych warstwie
wejéciowej) = gradient staje si¢ coraz mniejszy w stosunku do wag = w
nizszych warstwach wagi korygowane s3 bardzo powoli

@ ostatnie warstwy: “zanikajacy gradient” moze powodowaé wykorzystanie
do uczenia tylko ostatnich warstw (tzn. bliskich warstwie wyjsciowej) i sie¢
moze uczy¢ sie jak sie¢ ptytka zaktdcana przez pierwsze warstwy

@ dostepnos¢ danych: danych etykietowanych moze by¢ zbyt mato w
stosunku do liczby parametréw (problem zbyt duzego dopasowania!) -
problemy generalizacji

@ problemy minimalizacji kosztu: obawa przed ‘“silnie niewypuktymi”
problemami minimalizacji
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SNR Sieci neuronowe

Obliczenia gtebokie

LObrazy Jjako wejscia sieci

13.2 Obrazy jako wejscia sieci
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SNR Sieci neuronowe
Obliczenia gtebokie

LOhrazy Jjako wejscia sieci

Obrazy jako wejscia

@ obiekt
e wyrdzniona cze$¢ obrazu
@ segmentacja obrazu

e podziat obrazu na regiony o wspdlnych atrybutach (poziom szarosci, barwa,
tekstura etc.)

@ klasyfikacja obrazéw
o okreslenie przynaleznosci obiektu na obrazie do jednej z zadanych klas
o lokalizacja obiektu

o lokalizacja obiektu na obrazie np. poprzez prostokat ograniczajacy (ang.
bounding box)

@ detekcja obiektow
o wykrycie obiektéw, ich lokalizacja i klasyfikacja
@ segmentacja semantyczna

e przypisanie etykiety klasy kazdemu pikselowi obrazu, przy czym rézne
obiekty tej samej klasy s3 utozsamiane

@ segmentacja przypadkéw (ang. instance segmentation)

o przypisanie obiektu kazdemu pikselowi obrazu, przy czym rézne obiekty tej
samej klasy nie s3 utozsamiane

ndrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022 473 / 531



SNR Sieci neuronowe

Obliczenia gtebokie

LOhrazy Jjako wejscia sieci

KLASYFIKACJA LOKALIZACJA SEGMENTACJA SEGMENTACJA
SEMANTYCZNA PRZYPADKOW

B il £ ]
GRASS, CAT, CAT DOG, DOG, CAT  DOG, DOG, CAT
S —— S 5y e
No objects, just pixels Single Object Multiple Objact
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SNR Sieci neuronowe
Obliczenia gtebokie

LOhrazy Jjako wejscia sieci

Obrazy jako wejscia sieci
Klasyfikacja

@ typowe zadanie klasyfikacji: estymowaé prawdopodobieristwa
przynaleznosci do klas - warstwa soft max

eOSi
Yi = Z eas;
7

odpowiadajace rozwiazaniu zadania regresji logistycznej

@ typowym wskaznikiem chwilowego kosztu klasyfikacji jest entropia skrosna

(ang. cross entropy)
- Z pi In(y;)

i
gdzie p; = 1 jesli u € C;, p; = 0 w przeciwnym przypadku
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SNR Sieci neuronowe
Obliczenia gtebokie

LOhrazy Jjako wejscia sieci

Obrazy jako wejscia sieci perceptronowych
Kodowanie wejs¢

@ wejsciami klasyfikatoréw perceptronowych moga by¢ wektoryzowane
obrazy, cechy obrazu dobierane przez eksperta lub cechy otrzymane
automatycznie przy uzyciu metod generycznych (SIFT, LBP, HOG, wiele
innych)

e wejécie sieci w postaci wektoryzowanego obrazu “gubi” topologie obrazu i
nie pozwala na efektywny dobdr cech, co przedtuza czas uczenia
(konieczno$¢ “odtwarzania” struktury obrazu)

o cechy dobrane przez eksperta moga by¢ dobrane niewtasciwie, co obniza
jakos¢ klasyfikacji

e generyczny dobédr cech nie jest dostosowany do okreslonego problemu
klasyfikacji

@ czy mozna/warto stosowac obrazy jako wejicia (gfebokiej) sieci
perceptronowej?

@ struktury perceptronowe (réwniez gtebokie) moga nie by¢ dobrym
narzedziem do klasyfikacji obrazéw
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SNR Sieci neuronowe
Obliczenia gtebokie

LOhrazy Jjako wejscia sieci

Sieci gtebokie

Zrédta rozwoju

o dostepno$¢ duzych zbioréw danych (Google, Microsoft, Facebook) —
mozliwo$¢ estymacji wielu parametréw

@ szybsze obliczenia, w tym uzycie GPU

@ wydajne architektury: wspétdzielenie wag, RelL U, dropout, normalizacja
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SNR Sieci neuronowe
Obliczenia gtebokie
O EiRosrara

Literatura

Materiaty zrédtowe

Materiaty pomocnicze
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SNR Sieci neuronowe

Gfebokie sieci splotowe

Temat 14: Gtebokie sieci splotowe

14.1 Struktura sieci splotowych
14.2 Przetomowe architektury splotowe
14.3 Modyfikacje proceséw uczenia
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SNR Sieci neuronowe

Gtebokie sieci splotowe

LStruktura sieci splotowych

14.1 Struktura sieci splotowych
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SNR Sieci neuronowe

Gtebokie sieci splotowe

LStruk':ura sieci splotowych

Sieci splotowe

Convolution Fully connected
A A
I ——
e —
LO (Input) L1 L2 L4 F5 F6
512x512 256x256  128x128 64x64 32x32 (Output)
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SNR Sieci neuronowe

Gfebokie sieci splotowe

LStruk':ura sieci splotowych

Budowa warstwowa sieci splotowych

@ sie¢ ma zwykle strukture warstwowa, z warstwami o strukturze tablic 3D,
zakonczong warstwami wektorowymi (1D)

@ warstwa wejsciowa sktada sie najczesciej z trzech tablic 2D
odpowiadajacych kanatom (np. R,G,B) obrazu wejsciowego

@ kazda warstwa 3D jest ztozeniem wielu kanatéw (map aktywacji, map
cech) 2D

@ kazdy kanat 2D jest wynikiem przeksztatcenia (filtracji) catej poprzedniej
warstwy

@ mapy aktywacji zwykle zachowuja topologie obrazu wejsciowego (tzn.
aktywacja neuronu w danym kanale zalezy od aktywacji neuronéw z
pewnego sasiedztwa kanatéw poprzedniej warstwy)

@ rodzaje warstw:

e warstwy splotowe ..
nieliniowe warstwy splotowe

e warstwy nieliniowe
o warstwy agregujace (podprébkujace) (ang. pooling, subsampling)
e warstwy normujace 3D lub 1D

o warstwy kompletne 1D (wektorowe)

o warstwa wyjéciowa 1D, np. typu soft-max

482 / 531

®Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022



SNR Sieci neuronowe
LGtehokie sieci splotowe

LStruk':ura sieci splotowych

Budowa warstwowa sieci splotowych
Struktura warstwy splotowej

@ przez x, vy, z bedziemy oznaczaé wspédtrzedne neuronu w pewnym kanale z, przez X XY zbiér
tych neuronéw, a przez | X|, |Y| jego rozmiary (szerokos$é¢, wysokos¢)

@ warstwa 3D: tablica XxYxZ, ztozenie |Z| map aktywacji (kanatéw) XxY
warstwa
—_——
U = {uzy,- : (w,9,2) € Xx¥xZ }

kanat

depth

height

~00000H -~ —1
OOOOOK,idin

rozmiar warstwy: szeroko$¢ X wysoko$é x gtebokosé
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SNR Sieci neuronowe
Gfebokie sieci splotowe
LStruk':ura sieci splotowych

Warstwy potaczone lokalnie

@ warstwa X X Y X Z jest lokalnie potaczona jesli pola recepcyjne jej
neurondéw u nie rozciggaja sie na cata poprzednia warstwe, ale obejmuja
wszystkie jej kanaty (')

Ug,y,» zalezy tylko od (u;/,y@zl : (2',y) € Ry, 7' € Z’)

000

3

@ pola sensoryczne sasiadujacych neurondw s3 przesuniete o s (ang. stride)
pozycji (w kierunku X i/lub Y); jedli s > 1, to rozmiar map aktywacji
poprzedniej warstwy jest ok. s razy wiekszy w danym kierunku (zalezy
réwniez od sposobu uwzgledniania warunkéw brzegowych przez filtr)

@ zastosowanie s > 1 jest prosta metoda s-krotnego podprébkowania obrazu
(ang. downsampling)
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SNR Sieci neuronowe
Gfebokie sieci splotowe
LStruk':ura sieci splotowych

Warstwy liniowe potaczone lokalnie

@ warstwa lokalnie potaczona jest liniowa (wtasciwie: afiniczna) jesli kazdy
neuron u kazdego kanatu tej warstwy oblicza kombinacje liniowa wag i
wartoéci neuronéw u’ poprzedniej warstwy w zakresie jego pola
recepcyjnego, zwiekszona o obcigzenie, tzn.

I
Uz,y,z = ba,y,> + E E Wa! —z,y’ —y,2"50,y,2 Yol y! 2/
—_ DD

ez’ (2’ y')e wagi piksele
Ray neuronu mapy we
(z,y,2)

(wspétczynniki indeksowane przez wzgledne potozenie (z,y) i (z’,y’)); filtry odwrécone
@ zwykle pole recepcyjne ma postaé prostokata o centrum w (x,y) i bokach
2Ax + 1, 2Ay + 1 i wéwczas wygodnie zapisaé

’
Uz,y,z = be,y,z + E Z Wa! — g,y —y,2"sm,y,2 Yo’y 2!
~— - 1 N——
2/ z—Az<z'<z+Az ik piksele
y—Ayysy+Ay mapy we

w,y,z T § E Wi, j,k;w,y,z Um+z y+i.k
—

ko lil<Az wagi piksele
171<Ay neuronu mapy we
(z,y,2)

@ wagi tworzg tensor 6 rzedu
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SNR Sieci neuronowe
Gfebokie sieci splotowe
LStruk':ura sieci splotowych

Warstwy splotowe
Wspétuzytkowanie wag

o wspdtuzytkowanie wag (ang. weights sharing) polega na tym, ze wagi i
obcigzenie neuronu s3 niezalezne od neuronu

@ warstwe liniowa ze wspdtuzytkowaniem wag nazywamy warstwa splotowa,
gdyz dla kazdego kanatu jej wartosci sa wynikiem splotu poprzedniej
warstwy z filtrem liniowym, tzn. (dla prostokatnego pola recepcyjnego)

I
Uz,y,z = bpge + E E Wi jkipegyz Wati,ytdok
—— e ——

k |'L.|<Am wagi neuronéw piksele mapy we
lil<Ay kanatu z kanatu z

@ obcigzenia i wagi neuronéw zaleza od kanatu!

@ wspotczynniki filtru tworzg tensor 4 rzedu (znacznie mniej
wspotczynnikéw!) W ;i .

@ wspdtuzytkowanie wag moze by¢ tylko lokalne, jezeli obrazy maja
specyficzna strukture przestrzenng (np. oczy/nos/usta w obrazach twarzy)

ndrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022 486 / 531



SNR Sieci neuronowe
LGtghokie sieci splotowe
LStruk':ura sieci splotowych

Nieliniowe warstwy splotowe

@ wyniki splatania s3 zwykle przeksztatcane przez funkcje aktywacji, tworzac
nieliniowa warstwe splotowa

@ czesto zaktada sie milczaco, ze kazda warstwa splotowa jest nieliniowa

@ tworzenie mapy aktywacji dla nieliniowej warstwy splotowej dla zadanego
tensora wag W j k-
o dla kazdego kanatu z
@ obliczenie splotéw dla kazdej mapy aktywacji k£ poprzedniej warstwy
@ zsumowanie wynikéw dla wszystkich map k (“sptaszczenie warstwy”) (ang.
flattening)
@ dodanie obciazen b,
o przeksztafcenie przez funkcje aktywacji g

splot 2D dla kanatu k, ustalony kanat z

uxyz—gb+g g Wi, j,k,z Yetiytik
H/—/)

k |i|<Az wagl
17| <Ay neuronéw
mapy z

mapa aktywacji k

e powtdrzenie dla kazdego kanatu (|Z] razy)

@ nieliniowos$¢ g: zwykle ReLU lub podobne
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SNR Sieci neuronowe
Gfebokie sieci splotowe
LStruk':ura sieci splotowych

Nieliniowe warstwy splotowe
Filtry o pefnym rozmiarze

o dla filtru rozmiarze catej mapy aktywacji poprzedniej warstwy i przy
uzupetnianiu wartosci brzegowych zerami, otrzymujemy dla ustalonego
kanatu z

splot 3D z uzupetnieniem zerami
nie zalezy od x, y

’
Us,y,- = g (b + E Wi gk Woti,ytik )
e G R AL
1,5,k

wagi kanat k
filtru z

kombinacja liniowa wejs¢

Il
Q
—
(=
N
_|_
&
<.
=
n
<
S
=
N

wagi warstwa we
filtru z

(wijk,=) vec(uijx)

ustalone z

Uy = Vvec

@ warstwa takich filtréw jest réwnowazna warstwie perceptronowej (o
kompletnych potaczeniach)

@ fatwa realizacja potaczen kompletnych dla sieci splotowych
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SNR Sieci neuronowe
Gfebokie sieci splotowe
LStruk':ura sieci splotowych

Nieliniowe warstwy splotowe
Filtry 1 x 1

o dla filtru 1x1 wysoko$¢ i szeroko$¢ kanatu nie ulegaja zmianie, a kazda
kolumna (z,y, Z) jest przeksztatcana niezaleznie, tzn.

!
Ug,y,z = g(bz + g g Wijk,z Um+i,y+j,k)
k

i=j=0

=g(b. + Zwk,zu;,y,k)
k

o dla kazdego elementu z,y, z odpowiada to dziataniu neuronu
perceptronowego o |Z'| wejéciach uy y 5, k= 1,...]2|

@ kazdy kanat wyjsciowy odpowiada warstwie perceptronowej o | X x Y|
elementach zlokalizowanych przestrzennie

o filtry 1 x 1 znacznie zmniejszaja liczbe wspétczynnikédw w stosunku do
typowych filtréw; uzywane s3 m.in. w sieciach NiN, Inception
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SNR Sieci neuronowe
Gfebokie sieci splotowe
LStruk':ura sieci splotowych

Nieliniowe warstwy splotowe
Filtry 1 x 1 - przyktad

(® przyktad: 1. warstwa 200x200x50
o 30 filtréw 5x5 =
@ 2. warstwa: 196x196x30,
(5-5-50+ 1) 30 = 37530 parametréw
o filtr 1 x 1 i 30 filtréw 5 x 5 =
@ 2. warstwa: 200x200x1
(1-1-50+1)-1=>51 parametréw
@ 3. warstwa: 196x196x30

(5-541) 30 = 780 parametréw
razem: 831 parametréw
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SNR Sieci neuronowe
|—Gfebokie sieci splotowe
I—Struktura sieci splotowych

® Warstwy splotowe - efekty brzegowe
Obcinanie

@ obcinanie (ang. cropping) dokonuje sie filtracji tylko dla tych argumentéw,
dla ktérych cata maska filtru znajduje sie w obrazie
o dla filtru fz X fy szerokos¢ i wysoko$¢ obrazu zmniejszaja sie, odpowiednio,
o fe —1i fy — 1 pikseli
(E) przyktad: obcinanie obrazu 4 x 4 dla filtru 3 x 3;
u1,1  Ul,2  U1,3 Ul 4
u2,1  U2,2 U23 U24

u3,1  Uu3,2 U3,3 U34
U4l U422  U43 U44

obraz: kolor szary, obraz obciety (po filtracji): kolor zétty
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SNR Sieci neuronowe
I—Gfebnkie sieci splotowe
I—Struktura sieci splotowych

® Warstwy splotowe - efekty brzegowe
Uzupetnianie zerami

© uzupetnianie zerami (ang. zero padding) obraz jest rozszerzany poprzez
uzupetnianie rzedéw brakujacych elementéw zerami - w pionie, poziomie i
narozu
o dla zachowania wymiaru obrazu, liczba zerowych kolumn/wierszy powinna
by¢ o jeden mniejsza niz rozmiar filtru w danym kierunku
o dla filtréw o rozmiarze 2p + 1 X 2p + 1, rozmiar obrazu jest zachowany jesli
stosuje sie uzupetnianie p kolumnami z lewej strony obrazu i p kolumnami z
prawej strony obrazu; podobnie dla wierszy
o stosowane czesto w sieciach splotowych dla zachowania rozmiaru kanatéw

(E) przyktad: uzupetniania zerami obrazu 4 x 4, filtr 3x3

0 0 0 0 0 0
0 w1 ul,2 u1,3 ul,4 0
0 u2 1 u2 2 u2,3 u2.4 0
0 u3,1 u3,2 u3,3 u3,4 o
0 ug,1 ug,2 4,3 4,4 o
0 0 0 0 0 0

obraz: uzupetnianie kolumnami i wierszami zer tak, aby rozmiar obrazu (3 x 4) pozostat
niezmieniony po splocie z filtrem 3 X 3 (kolor z6tty)
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Semestr zimowy 2021/2022

492 / 531



SNR Sieci neuronowe
Gfebokie sieci splotowe
I—Struktura sieci splotowych

® Warstwy splotowe - efekty brzegowe
Rozszerzanie

® rozszerzanie (ang. extending) obraz jest rozszerzany poprzez uzupetnianie
brakujacych elementéw wartosciami najblizszymi sasiadami - w pionie,
poziomie lub narozu
o realizuje najprostsza predykcje wartosci obrazu poza jego brzegiem
o liczba dodatkowych kolumn taka, by rozmiar obrazu po filtracji pozostat
niezmieniony (jak w przypadku uzupetniania zerami)

@ przyktad: rozszerzanie obrazu 4 x 4, filtr 3x3

Uil w1l w12 U133 Ul4 Ul 4
uil | w11 u1,2 w13 Ul4 | Ul4
u21 | u21 U222 U223 U224 | U4
uz,;1 | u3,1  U3,2 U3,3 U334 | U34
Uql | U4l U422 U43 U4 | U4
U4l U4l U42 U443 U4 U44

obraz: uzupetnianie kolumnami i wierszami zer tak, aby rozmiar obrazu (3 X 4) pozostat
niezmieniony po filtracji filtrem3 x 3 (kolor z6tty)
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SNR Sieci neuronowe
Gfebokie sieci splotowe
I—Struktura sieci splotowych

® Warstwy splotowe - efekty brzegowe
Przedtuzanie okresowe

@ przedtfuzanie okresowe, zawijanie (ang. wrapping) obraz traktowany jest
jak podwdjny torus, tzn. brakujace wartosci sa uzupetniane wartosciami z
przeciwnej krawedzi

@ nie stosowane w sieciach splotowych
o analiza Fouriera zakfada, ze obraz jest przedtuzony okresowo do
nieskonczonosci

(E) przyktad: przedtuzanie okresowe obrazu 4x4, filtr 3x3
Uga | U4l U422  U43  U44 | U4
Ul4 | U110 U122 W13 UL4 | ULl
u2,4 | 2,1 U222 U3 U224 | U211
u3,4 | u3,1 u32 U333 U334 | U3l
Ugda | U4l U4  U43  U44 | U4
Ul,4 | 1,1 w12 U1,3  Ul4 | Ul
obraz: uzupetnianie okresowe kolumn i wierszy tak, by rozmiar obrazu (3 X 4) pozostat nie-
zmieniony po splocie z filtrem 3 X 3 (kolor z6tty)
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SNR Sieci neuronowe
Gfebokie sieci splotowe
LStruk':ura sieci splotowych

@ Warstwy splotowe
Efekty brzegowe - Przyktady

P2oaa| [P0
(B) mapa aktywacji 0 3 3 0 flltré 8 ?
2 0 1 O
L . 15 28
(E) obcinanie; mapa wynikowa 6 12
(®) uzupetnienie kolumna zer i wierszem zer (z kazdej strony obrazu)
10 7 18 3
13 15 31 12
9 16 12 11
3 10 9 7
(®) uzupetnienie 2 kolumnami i wierszami zer (z kazdej strony obrazu)

2 4 5 11 2 6
5 10 7 18 3 11
4 13 15 31 12 10
3 9 16 12 11 8
4 3 10 9 7 0
2 2 5 1 2 0
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SNR Sieci neuronowe

Gfebokie sieci splotowe

LStruk':ura sieci splotowych

Warstwy agregujace (pooling)

® agregacja, faczenie (ang. pooling) jest rodzajem podprébkowania (ang.
subsampling) dziatajacego niezaleznie na kazdy kanat

o h(R) = maxpuz,y (ang. max-pooling)
o h(R) = dRuz,y Srednia

o h(R) = \/zRu%y L2
liczba kanatéw nie zmienia sie
nie ma trenowanych parametréw

pole recepcyjne przesuwane jest z pewnym krokiem s (ang. stride)

efekty brzegowe: pole recepcyjne moze byé uzupetniane zerami (np. dla
zachowania rozmiaru)
@ najczesciej stosuje sie max-pooling,
o pole recepcyjne 2x2, s = 2
o pole recepcyjne 3x3, s =3 lub s =2
@ warstwy agregujace stosowane s3 naprzemiennie z warstwami splotowymi

o wiekszy krok s > 1 dla warstwy splotowej jest identyczny z agregacja z
tym samym krokiem i operacja
h(R) = u1,1 gdzie u1,1 jest ‘lewym gérnym’ elementem R
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Gfebokie sieci splotowe
I—Struktura sieci splotowych

(E) Warstwy agregujace
Przyktady

2 4 1 3
@ mapa aktywacji: 1214
map ywacji: | o 5 )
2 0 1 0
4 4 4 1 4
@ max-pooling 2x2, s=1:{3 3 4| max-pooling 2x2, s = 2: 3 3
3 3 3
9/4 2 9/4
o Srednia 2x2, s=1:(6/4 9/4 2 |, S$rednia 2xX2, s = 2: ?)?jll 9{4
5/4 7/4 1
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SNR Sieci neuronowe
I—Gfebok i splotowe
I—Struktura sieci splotowych

® Warstwy splotowe
Filtry odwrécone 2D

@ zazwyczaj dla wygody zapisu wagi definiowane s3 w postaci filtréw
“odwréconych” (ang. flipped) w; ; = ¥_; _; i wéwczas

Uz,y,z = 9 bz+z Z Wi 5,232 Va+i,y+j,2 )
N ——

2 |i|<Aw wagi piksele
|7|<Ay  neuronu mapy we

@ dziatanie odwréconego filtru splotowego mozna interpretowaé jako obliczanie

lokalnych korelacji

¥_1,-1|%,—1|%1,-1

5

Y_1,0 | Yo,0 | Y1,0

Y911 | 0,1 | P1,1
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SNR Sieci neuronowe
Gfebokie sieci splotowe
LStruk':ura sieci splotowych

Warstwy splotowe
Filtry odwrécone 2D - Przyktad

® 1 2 1 3 *? } ; :[021 v22];obllczymyv12
4 3 2 2
—_—
F
2 1 1
filtr odwrécony F_ = |1 1 2
3 -2 1

vig=3-241-1-2-145-141-141-242:-341--24+3-1=20
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SNR Sieci neuronowe

Gtebokie sieci splotowe

L Przetomowe architektury splotowe

14.2 Przetomowe architektury splotowe
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SNR Sieci neuronowe

Gfebokie sieci splotowe

L Przetomowe architektury splotowe

Neocognitron, Fukushima 1980

@ neocognitron mozna uwazaé za gteboka sie¢ splotowa, ktéra wyprzedzita
swoja epoke
K. Fukushima (1980). “Neocognitron: A self-organizing neural network model for a
mechanism of pattern recognition unaffected by shift in position”. In: Biological Cybernetics
36, pp. 193-202

@ kazda lokalizacja jest wynikiem filtracji pdl sensorycznych neurondéw
poprzedniej warstwy

Fukushima (1980)
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SNR Sieci neuronowe
Gtebokie sieci splotowe

L Przetomowe architektury splotowe

LeNet, Yann LeCun 1998

@ LeNet - pierwsza “nowoczesna” sie¢ splotowa

Y. LeCun et al. (Nov. 1998). “Gradient-Based Learning applied to Document Recognition”.
In: Proceedings of the IEEE, pp. 1-46, AT&T Labs

C3: f. maps 16@10x10
C1: feature maps S4: f. maps 16@5x5

INPUT 6@26x28
32x32 82: f. maps
6@14x14

|
‘ Full conAection ‘ Gaussian connections
Convolutions Subsampling Convolutions ~ Subsampling Full connection

LeCun et al. (1998)
@ zarys struktury
obrazy 32x32

splot: 6 kanatéw, filtry 5x5 26x6=156 wag warstwa 28x28x6
podprébkowanie: okno 2x2, krok 2 warstwa 14x14x6
splot niekompletny: 16 kanatéw, filtry 5x5, 151x16= 1516 wag warstwa 10x10x16
podprébkowanie: okna 2x2, krok 2 warstwa 5x5x16
splot: filtry 5x5, 120 kanatéw 401x120 = 48120 wag  warstwa 1x1x120
potaczenia kompletne 121x84 =10164 wag warstwa 84 neurony
potfaczenia kompletne wyjscie: 10 neuronéw
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SNR Sieci neuronowe
Gfebokie sieci splotowe

L Przetomowe architektury splotowe

Konkurs ILSVRC

@ baza ImageNet: 15M obrazéw etykietowanych, 22K klas
o konkurs ImageNet Large-Scale Visual Recognition Challenge ILS VRC

@ ILS VRC wykorzystuje podzbiér 1.2M obrazéw do treningu, 50K do
walidacji, 150K obrazéw testujacych
o niektére wyniki konkurséw ILS VRC

rok btad %  metoda  sie¢ zespot
2011 25.77 FE XRCE Perronnin, Sanchez
2012 15.0 CNN AlexNet Krizhevski, Sutskever, Hinton
2013 11.7 CNN Clarifai Zeiler
2014 7.41 CNN VGG Net Simonyan, Zisserman (Oxford)
2014  6.66 CNN GoogleNet (Inception) Szegedy et al.
2015  3.57 CNN EnsembleA MSRA (Resnet)  He, Zhang, Ren, Sun
2016 2.99 CNN Ensemble2 Trimps-Soushen
2017 225 CNN WMW Ensemble C
(Squeeze Excitation Net) Hu, Shen, Sun (U. Oxford)

FE - wykorzystuje tworzenie cech (ang. feature engineering)
CNN - gtebokie sieci splotowe
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SNR Sieci neuronowe
Gtebokie sieci splotowe

L Przetomowe architektury splotowe

AlexNet, Alex Krizhevsky 2012

@ konkurs ILS VRC 2012: klasyfikacja obrazéw na 1000 klas

@ najistotniejsza wczesna publikacja nt. sieci splotowych: A. Krizhevsky,
I. Sutskever, and G. E. Hinton (2012). “ImageNet Classification with Deep
Convolutional Neural Networks". In: Advances in Neural Information
Processing Systems 25. Ed. by F. Pereira et al. Curran Associates, Inc.,
pp. 1097-1105. URL: http://papers.nips.cc/paper/4824-imagenet-
classification-with-deep-convolutional-neural-networks.pdf,
Univ. of Toronto

o AlexNet - zwyciezca ILSVRC 2012, btad 5 najlepszych 15.4% (nastepny
26.2%)

o (Caffe Network (convolutional architecture for fast feature embedding)
pdzniejsza wersja z 1 GPU
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SNR Sieci neuronowe

Gfebokie sieci splotowe

L Przetomowe architektury splotowe

AlexNet, Alex Krizhevsky 2012
Struktura

128

2078 ' 2048 \dense

2048 2048

128 Max
Max 128 Max pooling
pooling pooling

Krizhevsky, Sutskever, and Hinton (2012)

o we 224x224x3
o (2)F11x11s4, = 55x55x48 (x2)

(
o (
o (2)MP3x3s2, (2)F3x3 = 13x13x192 (x2)
o (2)F3x3 = 13x13x128 (x2)

@ (2)MPs2, potaczenia geste skrosne

@ potaczenia geste skrosne, dropout 0.5 = warstwa 2048 (x2)
@ potaczenia geste = warstwa 1000
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AlexNet, Alex Krizhevsky 2012

Uczenie

@ dane: 1.2 M, 1000 klas
@ struktura sieci

o dwie Sciezki i komunikacja skrosna

e 5 warstw splotowych,

o 3 warstwy potaczone kompletnie

o 60M parametréw

o GPU pamie¢ 3 GB, 2 x NVIDIA GTX 580

@ technika uczenia

o 2048-krotne zwigkszenie zbioru: translacje, odbicia, wycinki

@ uczenie porcjami 128 obrazéw 224x 224x 3, 80 epok, 5-6 dni

e inercja (momentum) 0.9

e regularyzacja przez ttumienie (decay) 0.0005,

o szybkos$¢ uczenia 0.01 redukowana 10-krotnie gdy btad walidacji przestaje
maleé (3 razy)

RelLU; sze$¢ razy szybciej niz tgh prowadzita do btedu 25%

lokalna normalizacja odpowiedzi LRN 27x27x96

dropout 0.5 w warstwach gestych

usrednianie predykgji dla 5 realizacji (redukcja 16.4%)
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ZFNet, Zeiler, Clarifai, 2013

M. D. Zeiler and R. Fergus (2013). “Visualizing and Understanding Convolutional Networks” . In:
CoRR abs/1311.2901. URL: http://arxiv.org/abs/1311.2901
@ ZFNet: zwyciezca ILS VRC 2013, 11.2%
image size 224 110 13
filtersize 7
( 84 256
I -
stride 2 3x3max g
pool 4096 4096)| class
Sinde2 units| | units| | softmax
Input Image ¢ 236
Layer 1 Layer2 layer3  Layerd Layer s Layer6 Layer7  Output
Zeiler and Fergus (2013)
@ zmodyfikowana struktura AlexNet, trening 1.3 M obrazéw
@ filtry 7X7 w pierwszej warstwie splotowej (zamiast 11x11 w AlexNet), zmniejszony krok
filtru zachowuje lepiej informacje we; w dalszych warstwach 55, 3X3 (3 warstwy)
@ uczenie porcjami 128 obrazéw, RelLU, entropia skro$na
@ trening na GTX 580, 12 dni
®Andrzej Pacut Semestr zimowy 2021/2022 507 / 531



http://arxiv.org/abs/1311.2901

SNR Sieci neuronowe

Gfebokie sieci splotowe

L Przetomowe architektury splotowe

Sie¢ w sieci NiN, Lin, Chen, Yan 2014

M. Lin, Q. Chen, and S. Yan (2014). “Network In Network”. In: Proceedings of the Second
International Conference on Learning Representations (ICLR 2014)

M. Lin, Q. Chen, and S. Yan (2014). “Network In Network”. In: Proceedings of the Second International Conference on Learning
Representations (ICLR 2014)

@ architektura warstwy NiN
e warstwy MLPconv (np. 5 X 5)
@ warstwa splotowa
(np. 11 X 11 X 96, 5 X 5 X 256, 5 X 5 X 384, 3 X 3 x 10 dla 10 klas)
@ 2 warstwy splotowe 1 X 1; funkcje aktywacji ReLU
@ agregacja maxpool s = 2
@ dropout na wyjéciach warstw MLPconv (z wyjatkiem ostatniej)
o globalna agregacja usredniajaca (global average pooling) GAP - usrednianie
w ramach kanatéw (jeden na klase)
o softmax
@ uczenie

o regularyzacja przez ttumienie wag (weight decay)
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Moduty inception, Google, 2014

C. Szegedy et al. (2014). Going deeper with convolutions. Tech. rep. arXiv:1409.4842v1
@ modut Inception (“pierwotny”) jest réwnolegtym ztozeniem kilku filtréw o
réznych rozmiarach (1 x 1, 3 x 3, 5 x 5, max pooling 3 x 3)
@ rozbudowa sieci gtebokiej wszerz pozwala na oszczedzenie mocy
obliczeniowej i budowe gtebszej sieci

11 convolution
Fiter 7 R ~7 7
concatenaton ) @ \

5x5 convolution”

Previous layer Previous @/ § Filter
layer

33 mrepasling Concatenate

“naiwny” modut Inception, Szegedy et al. (2014)
ztozenie kanatéw w module inception, Xu (2017)

Firer
concatenation

=

363 convoluions.

565 convolutions, x1 convolutions

‘ we need to go deeper ‘

. film s.f. Inception (2010)
——— T zagniezdzanie mysli gtebiej w

T

1 convoluions. x1 convolutions

modut Inception w sieci GoogLeNet, viSzegedy et al.
(2014)
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Siec Inception v1, Google, 2014
GooglLeNet

C. Szegedy et al. (2014). Going deeper with convolutions. Tech. rep. arXiv:1409.4842v1

o sie¢ GoogleNet czyli Inception v1: zwyciezca ILSVRC 2014
@ uwagi o strukturze
e 22 warstwy splotowe

e w tym 9 modutéw inception ztozonych z (nieliniowych) réwnolegtych warstw
splotowych

1x1 || 1x1A3x3 || 1x1A5x5 |

3 x5 A max-pooling 3x3

pozwala na réwnoczesna analize segmentéw o réznych rozmiarach

e zfozenie (ang. concatenation) kanatéw w ramach warstwy inception

@ Inception mozna traktowac jako sprawng realizacje idei NiN

o klasyfikatory pomocnicze (ang. auxiliary): zastosowanie warstw softmax do
dwéch posrednich modutéw i obliczanie strat pomocniczych, dodawanych
(tylko podczas uczenia) z wagami do funkgji strat.

na podstawie Szegedy et al. (2014)
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Siec Inception v2 i v3, Google, 2015

Christian Szegedy, Google Inc. i inni
@ Inception v2 i v3: gtéwne modyfikacje w stosunku do Inception v1:
o faktoryzacja splotéw
ztozenie dwdch filtréw 3 x 3 zastepuje filtr 5 x 5 zwigkszajac szybkos¢ ok.
2.8=krotnie
e rozszerzenie splotéw (ang. expansion):  réwnolegte filtry 3 x 111 x 3
zastepuja filtry 3 x 3
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Sie¢ VGG, Simonyan, 2014

Idea

Karen Simonyan, Andrew Zisserman, Visual Geometry Group, University of Oxford, GB, 2014
@ podstawowe idee sieci VGG:
o niewielkie rozmiary filtréw pozwalaja na zmniejszenie liczby parametréw w
stosunku do filtréw o wiekszych rozmiarach:
@ liczba parametréw jednego kanatu “duzych” filtréw (3 + 2k) X (3 + 2k) w
stosunku do liczby parametréw k jednego kanatu filtréw 3 x 3:
k=1: 25 vs. 9,
k=2: 49 vs. 18,
k=3: 81 vs. 27
o zwiekszona liczba filtréw zwieksza liczbe nieliniowos$ci
e implementacja: po kazdej warstwie agregujacej maleje rozmiar przestrzenny
(szerokos$é x wysokos$¢) nastepnej warstwy, ale podwaja sie jej gteboko$é
(liczba filtréw)

o ImageNet Large-Scale Visual Recognition Challenge ILSVRC2015
(pierwsze miejsca - lokalizacja (regresja) i klasyfikacja)

o TTT 88T 88T SNT NNT 2223
% Y Y 0 a4 4 O NN OS ;hin © Ihin O 38

m>>nlln|llﬂ,‘lln.ll°.’$ E
x 2 > x > > x > > x > > x < -

g/ £ € - c 2 c e 2 Il lE

= 8 8 ¢ 66 & 66 ¢ 66 & o606 g LLLe

o o E S 8 E S 8 E S 8 E S 8 E uwuouwa
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Sie¢ VGG, Simonyan 2014

Szczegdty architektury

@ szczegbty architektury

8 do 16 warstw splotowych, 2-3 warstwy o kompletnych potaczeniach, filtry
3x3, krok 1

agregacja max-pooling 2 x 2, krok 2

dropout 0.5 dla dwu pierwszych warstw kompletnie potaczonych
zastosowano lokalng normalizacje odpowiedzi LRN

@ uczenie

mini-porcja 256 obrazéw, 370 K iteracji (74 epoki)

inercja (momentum) 0.9

regularyzacja przez ttumienie L2 wag (A = 0.5 10%)

predkos¢ uczenia 0.01 zmniejszana 10-krotnie gdy koszt walidacji przestaje
sie zmniejszaé (powtérzone 3-krotnie)

4 Nvidia Titan Black GPUs - trening 2-3 tygodnie

@ najbardziej popularne realizacje: VGG-16 i VGG-19 (indeks oznacza licze
uczacych sie warstw)
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ResNet, Microsoft, 2015

Idea rozwigzania

K. He, X. Zhang, et al. (2015). Delving Deep into Rectifiers: Surpassing Human-Level Performance
on ImageNet Classification. Tech. rep. Microsoft Research. URL:
//arxiv.org/pdf/1502.01852.pdf

@ problem zanikajacego gradientu w sieciach o duzej liczbie warstw

e aby utatwié¢ uczenie warstw, zastepuje sie uczenie funkcji H(z;9) przez
uczenie réznicy wyjscie-wejscie (ang. residual mapping)
F(x;9) = H(xz;9) — x i dodanie do niej wejscia « danej warstwy

@ propagacja wsteczna gradientu w ramach kazdej pary warstw odbywa si¢
poprzez $ciezke sparametryzowana F'(z) i poprzez $ciezke
niesparametryzowang x, omijajac zanikajacy gradient czesci
sparametryzowanej; umozliwia to sprawne uczenie sieci o tysigcach warstw

e w miare uczenia (rozpoznawania funkcji F' dla kazdej warstwy) adaptuja sie
parametry “ominietych” $ciezek

weight layer

b
identity

He, Zhang, et al. (2015)
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ResNet, Microsoft 2015
Realizacja
@ zwyciezca ILSVRC 2015, bfad 3.6% (cztowiek: 5-10% )

@ trening (obraz 224 x 224 na 8 GPU, 2-3 tygodni)
@ do 152 warstw splotowych ReLU (pézniej nawet 4096)

34-layer residual

34-layer plain
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R-CNN: Regiony z cechami CNN

° detekc%a obiektéw; liczba obiektéw nieznana

@ sie¢ splotowa wykorzystujaca regiony R. Girshick et al. (2014). Rich feature
hierarchies for accurate object detection and semantic segmentation. Tech. rep.
arXiv:1311.2524. arXiv.org

R-CNN: Regions with CNN features

Sl = Wamef region y
S ’ :
=
. . NN\ H
B
1. Input 2. Extract region 3. Compute 4. Classify
image proposals (~2k) CNN features regions

Girshick et al. (2014)
@ zadania: lokalizacja, detekcja, klasyfikacja obiektéw
state-of-the-art na konkursach VOC-2012 i ILSVRC-2013 (200 klas)
@ architektura
e propozycje regionéw (niezaleznych od klas)
o Girshick et al. (2014): przeszukanie selektywne (ang. selective search); ok. 2000
propozycji regiondéw
o ekstrakcja cech: wyznaczenie wektora cech dla kazdego regionu
@ R. Girshick et al. (2014). Rich feature hierarchies for accurate object detection
and semantic segmentation. Tech. rep. arXiv:1311.2524. arXiv.org: (jedna)
gteboka sie¢ splotowa, 4096 cech
d c0 O

@ KlJ K ONOW
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R-CNN

Trening

@ trening detektora

o stosowanie okien odksztatconych (ang. warped) do statego rozmiaru

e SGD, szybkosé uczenia 0.001 (1/10 szybkosci przy treningu wstepnym)

e okna pozytywne s3 bardzo rzadkie

o prébkowanie warstwowe (ang. biased (stratified) sampling): warstwa tfa i
warstwa pozytywna (dowolnej klasy)

e mini-porcje 128 okien wylosowanych warstwowo (jednostajnie w warstwie)
np. z 32 pozytywnych i 96 okien tta
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® Fast-R-CNN, Microsoft Research, 2015

R. Girshick (2015). Fast R-CNN. Tech. rep. arXiv:1504.08083

Outputs: bbox
softmax regressor
—

Rol FC  caFfC
pooling

layer @_ﬁfﬁ

Rol feature
feature map VeCtor iy eoch ror

Girshick (2015)

@ Fast R-CNN model zintegrowany (zamiast struktury modutowej)
o ekstrakcja cech przez sie¢ splotowa (VGG-16)
o taczenie Rol (ang. Rol Pooling): warstwa okresla cechy dla proponowanych
regionéw
o wyjscie sieci jest analizowane przez sie¢ perceptronowa
@ wyjscia klasyfikujace (uzycie softmax)
@ wyjscia liniowe dla regresji BB (pozycja ramek)
o proces powtérzony wielokrotnie dla kazdego Rol

@ trening znacznie szybszy (cho¢ wymaga kandydatéw Rol)
o kody zrédtowe Python i C++ (Caffe) dostepne na GitHub
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® Fast R-CNN
Klasyfikacja i regresja BB

@ Rol jest okreslany przez wspétrzedne Srodka pg, py i rozmiary pp, pw
o adjustacja: wspotczynniki pw, Pz, Ph, Py

dx(p) +
phd (p) +
= Dus exp(d )
G5 = pnexp(dn(p))

o funkcja kosztu

breg = (te—(gz—Dz)/Pw) *+(ty—(gy—py)/Pn)*+(tn—1n(gn/pr))* (tw—1n(gw /Pw))

o tfumienie nie-maksiméw (ang. non-maximum suppression): dla
wielokrotnych BB tego samego obiektu

o odrzuci¢ te o niskim wspétczynniku ufnosc (ang. confidence score)
o wybraé najlepszy
o odrzuci¢ te o wysokim loU (> 0.5)
o wyszukiwanie przykfadéw trudnych negatywnych (ang. hard negative
mining) do ponownego treningu
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® Faster-R-CNN

S. Ren et al. (2016). Faster R-CNN: Towards Real-Time Object Detection with Region Proposal
Networks. Tech. rep. arXiv: 1506.01497 [cs.CV]

classifier

proposals i /
Region Proposal Networ]
feature maps

cony layers
4 /

——rr 77

Ren et al. (2016)

@ modyfikacje

@ proponowanie regiondw przy uzyciu sieci proponowania regionéw (ang.
Region Proposal Network) RPN
o RPN zintegrowany z siecia splotowa i perceptronowa

@ zredukowana liczba operacji i przyspieszone obliczenia: 5 fps na GPU
@ na ILSVRC and COCO 2015 struktura wygrywajaca w kilku konkursach
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® Mask R-CNN

K. He, G. Gkioxari, et al. (2018). Mask R-CNN. arXiv: 1703.06870 [cs.CV]
@ dodatkowa funkcja segmentacji obrazu

@ Python and C++ (Caffe) source code dostepny w GitHub repository
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YOLO, Facebook, Redmon e.a. 2015

J. Redmon, S. Diwvala, et al. (2015). You Only Look Once: Unified, Real-Time Object Detection.
arXiv: 1506.02640 [cs.CV]

S xS grid on input 1 Final detections

Class probability map
Redmon, Diwvala, et al. (2015)
@ You Only Look Once YOLO - sie¢ gteboka estymujaca réwnoczesnie BB i
etykiete klasy, podejscie “end to end”

@ mniejsza dokfadno$¢ niz R-CNN, ale dziata z szybkoscia 45 fps (wersja
podstawowa) - 155 fps (Fast YOLO)
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YOLO, Redmon e.a. 2015/2016 (Facebook)

J. Redmon, S. Divvala, et al. (2015). You Only Look Once: Unified, Real-Time Object Detection.
arXiv: 15606.02640 [cs.CV]

@ obraz podzielony na siatke m xm komérek
o Redmon, Divvala, et al. (2015): komérki 7x7

@ kazda komérka przewiduje BB (wspétrzedne z,y, szerokos$¢, wysokosé,
poziom ufnosci), i klase jesli centrum BB lezy wewnatrz komérki

e Redmon, Divvala, et al. (2015): kazda komérka moze przewidywaé 2BB
e prawdopodobienistwa klas i BB z poziomami ufnosci sa taczone w zbiér BB i
etykiet klas
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®YOLO v2 (YOLO 9000), YOLO v.3

e YOLO v.2, 2016 (YOLO 9000)

J. Redmon and A. Farhadi (2016). YOLO9000: Better, Faster, Stronger. Tech. rep.
arXiv: 1612.08242 [cs.CV]

trening na dwu zbiorach réwnolegle, mozliwe przewidywanie 9,000 klas
obrazy wysokiej rozdzielczosci,

ramki kotwiczace (ang. anchor boxes) - wczesniej zdefiniowane BB z
uzytecznymi ksztattami i rozmiarami

dobér BB przetwarzany zgodnie z analiza k-means na zbiorze
trenujacym

przewidywanie BB pozwala na zmniejszenie efektéw matych zmian
(stabilizacja): zamiast bezposredniego okreslania parametréw BB,
przewidywane potozenia s3 modyfikowane (offsets)

o YOLO v.3, 2018

J. Redmon and A. Farhadi (2018). YOLOv3: An Incremental Improvement.
arXiv: 1804.02767 [cs.CV]

@ YOLO v.4, 2018

®Andrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022

524 / 531


https://arxiv.org/abs/1612.08242
https://arxiv.org/abs/1804.02767

SNR Sieci neuronowe

Gfebokie sieci splotowe

L Przetomowe architektury splotowe

® FaceNet (Google), 2015

F. Schroff, D. Kalenichenko, and J. Philbin (2015). “FaceNet: A Unified Embedding for Face
Recognition and Clustering”. In: Proceedings of the IEEE Computer Society Conference on
Computer Vision and Pattern Recognition

E"—? DEEP ARCHITECTURE |c» =

Batch

Triplet

Schroff, Kalenichenko, and Philbin (2015)

elementy struktury

o sieci gtebokie: ZF lub Inception

o normalizacja L2 i osadzenie (ang. embedding) na powierzchni kuli w R%
(np. n = 128)

o trening strat tréjkami

@ uczenie na zbiorach od kilku do kilkuset milionéw twarzy
@ uczenie tréjkami (ang. triplet loss)

btad 0.35% na Labelled Faces in the Wild

o Next Generation Identification (FBI): btad 15%
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Transfer uczenia

@ interpretacja struktur gtebokich sieci neuronowych

pierwsza warstwe o potaczeniach kompletnych mozna zazwyczaj traktowad
jako cechy obrazu

warstwy wczesniejsze dziataja jako ekstraktor cech

warstwy pézniejsze dziataja jako klasyfikator

petna sie jest uczona na ogromnych zbiorach danych (np. ImageNet: 14 M
obrazéw) dla duzej liczby klas (INet: 1000 klas) a parametry s3 publicznie
udostepnione

dla zadanego problemu uczenia zwykle mamy nieproporcjonalnie mato
danych

o transfer uczenia (ang. transfer learning)

zatozyé, ze interesujace nas cechy s3 funkcja zadanych klas

wniosek: dla nowego problemu, zamrozi¢ wagi ekstraktora cech aby
otrzymac cechy

uzupetnié sie¢ przez klasyfikator o nieznanych wagach i trenowaé
klasyfikator przy zamrozonych wagach ekstraktora

w przypadku klas ktére nie daja sie wyrazi¢ przez funkcje istniejacych cech,
mozna réwniez trenowaé najwyzsze warstwy ekstraktora cech (zbyt
dopasowanych do oryginalnego zadania)
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Uczenie metryki

@ problem uczenia metryki: dane s3
o funkcja d wyznaczajaca odlegtos¢ d(x,y) pomiedzy obiektami z i y
e informacja dotyczaca “pozadanej odlegtosci”
okresli¢ funkcje f taka, ze w odlegtos¢ d(z,y) = d(f(a:), f(y)) lepiej
okredla pozadana metryke
e przypadek liniowy: f(z) = Gz
o sie¢ neuronowa: f(z) = G(x) gdzie G jest neuronowym ekstraktorem cech
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Uczenie metryki
Uczenie syjamskie

Ew

|Gw(X1) — Gw (X2)]]

bt

Gw(X1) Gw(Xz)
Gw(X) Gw(X)
< W
Convolutional Convolutional
Network Network

! !
x |

X1 X
Chopra, Hadsell, and LeCun (2005)
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Gfebokie sieci splotowe

L Modyfikacje proceséw uczenia

Uczenie metryki
Uczenie tréjkami

@ przykiad kotwiczacy (ang. anchor example) u,, przyktady pozytywne u™
(tzn. z klasy tej co kotwiczacy, negatywne u~ (tzn. z pozostatych klas)

@ cel: zblizenie przyktadu dodatniego i odsuniecie przyktadu ujemnego od
przyktadu kotwiczacego

o strata tréjkami (ang. triplet loss) ||u¢ — ul||® + a < ||uf —u; ||, gdzie o
- margines btedu

@ koszt

Rs(uf,uf,u;) =min Y [[|G(uf) =G (w)) | +a—||G(|luf) -G (u )],

Negative
Anchor g LEARNING I
—— *— _ Negative
~@ Anchor @
Positive Positive

Schroff, Kalenichenko, and Philbin (2015)

@ dobdr elementéw uczacych w porcjach (ang. mini-batches) rzedu
dziesigtek/setek elementéw
@ problem: dobér “trudnych” elementéw tej samej i réznych klas
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Temat 15: Generatywne sieci antagonistyczne
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Generatywne sieci antagonistyczne
Schemat dziatania

I. J. Goodfellow et al. (2014b). Generative Adversarial Ne-
tworks. Tech. rep.
Le Cun (2016)
@ zbiér “obrazéw prawdziwych” 7 -
posiadajacych pewna wspdlng ceche
@ generator losuje wektory kodowe (ang. code
vectors) z ~ pz; np.

o z€ Z=RIO
e p. - rozktad normalny
@ zbiér “obrazéw fatszywych” F zawiera obrazy

G(z) utworzone z przeksztatconych wektoréw
kodowych z

real-world
image generator
@ zadaniem generatora jest tworzenie obrazéw
"sztucznych” nieodréznialnych od obrazéw
prawdziwych

. . . . code vector
@ zadaniem dyskryminatora jest prawidtowe

rozréznienie obrazéw prawdziwych « € 7 od Goodfellow et al. (2014b)
obrazéw sztucznych (generowanych)

G(z)eg

@ dyskryminator szacuje prawdopodobienstwo
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Generatywne sieci antagonistyczne GAN
Gra minimaksowa

@ D(zx) - prawdopodobieristwo rozpoznania obrazu jako prawdziwy
@ celem dyskryminatora jest maksymalizacja prawidtowego rozpoznawania
obrazu
Vb = Banp, log D(@) +8svp. log(l — D(G(2)))

obrazy € X obrazy € F
rozpoznane jako prawdziwe rozpoznane jako fatszywe

@ celem generatora jest maksymalizacja generacji obrazu “podobnego” do
naturalnego, tzn. minimalizacja prawdopodobienstwa prawidtowego
rozpoznania obrazu

Vo = E2np. log(1 — D(G(2)))

obrazy € F
rozpoznane jako fatszywe

@ poniewaz pierwszy czton dla Vp nie zalezy od G, zadanie mozna zapisaé
jako gre minimaksowa graczy G i D

minmax Vg p gdzie
G D

V.0 = Bamp, l0g D(@) + &+, log(1 — D(G(2)))

ndrzej Pacut SNR Sieci neuronowe Semestr zimowy 2021/2022 536 / 531



SNR Sieci neuronowe

Generatywne sieci antagonistyczne

Generatywne sieci antagonistyczne
Sieci neuronowe

@ generator GG i dyskryminator D zrealizowane w postaci sieci neuronowych

G(x) = Gg(x) sie¢ generatora o wagach g: wektor — obraz

D(z) = Da(z) sie¢ dyskryminatora o wagach d: obraz — (0, 1)
@ wskazniki empiryczne dla sieci neuronowych

Va(g,d) = sd.cz1og(1 — Da(Gy(2)))
Vp(d,g) = aex log Da(w) + -z log(1 — Da(Gy(2)))

gdzie o, cz jest érednig wyliczona dla préby Z' innej niz Z
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Generatywne sieci antagonistyczne
Uczenie sieci generatora

D(x) @ generacja obrazu
o losowanie elementu z
backprop the derivatives, o utworzenie obrazu x = G(z) przez sie¢
but don’t modify the
discriminator weights generatora
@ oszacowanie przez sie¢ dyskryminatora
flip the sign . .
of the derivatives prawdopodobiefistwa D, ze obraz G(z)
prawdziwy
@ propagacja wsteczna gradientu funkcji D
update the generator . ., . .
weights using backprop o propagacja przez sie¢ dyskryminatora do sieci

generatora bez zmiany wag dyskryminatora
e zmiana znaku gradientu (minimalizacja D)
o kontynuacja propagacji wstecznej przez sie¢
generatora Gy, i modyfikacja wag generatora
Grosse (2018) (kara za nieprecyzyjna generacje)
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Generatywne sieci antagonistyczne
Uczenie sieci dyskryminatora

obliczenie gradientéw wag dyskryminatora:

@ losowacd obraz x ze zbioru “prawdziwych”
obrazéw T

. o x jest klasyfikowany przez dyskryminator D
D(x

’_t_‘ @ sie¢ dyskryminatora oblicza
eahis using packpron prawdopodobiefstwo, ze obraz jest rzeczywisty

on the classification objective . R .
i funkcje strat dyskryminatora Lp

@ sie¢ dyskryminatora jest karana za btedne
rozréznianie obrazéw generowanych i
generator prawdziwych

o propagacja wsteczna gradientu funkgcji strat
dyskryminatora do wag sieci dyskryminatora

o kontynuacja przez sie¢ dyskryminatora wejscia

Grosse (2018) sieci dyskryminatora

o kontynuacja propagacji wstecznej do wag
generatora

real-world
image

code vector

@ wynik: gradienty chwilowe wag dyskryminatora
i wag generatora
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Generatywne sieci antagonistyczne
Algorytm GAN

Algorytm GAN

require learning rate «, batch size m, number of discriminator iterations per
generator iteration ngisc

require initial discriminator parameters d, initial parameters g

%  discriminator parameters

1: while g has not converged do
2 fOI‘tZO,...,TLdiSCdO
33 sample {zV i =1,...,m} from p,
4: sample {z(V i =1,...,m} from p,
5: Va = BPa(st log Da(x™)) + od log(1 — Da(Gy(2")))
6 d — d+ astep(d, Va)
7

end for
% generator parameters
8: sample {z(l ) i=1,...,m} from p,

9: Vg =—BPysd log(1 — Da(Gy(2)))
10: g« g — astep(g, Vy)
11: end while
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Generatywne sieci antagonistyczne
Niektdre zastosowania

tworzenie realistycznych sztucznych obrazéw (twarze, krajobrazy, etc.)
generacja nowych danych

zwiekszanie precyzji obrazéw (astronomia)

rekonstrukcja 3D z obrazéw 2D i wzorcéw ruchu wideo

postarzanie portretéw twarzy

rekonstrukcja twarzy na podstawie gtosu (Speech2Face)

generacja gtosu

Karras et al., 2017. Progressive growing of GANs for improved quality, stability, and variation
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Generatywne sieci antagonistyczne

DCGAN (Deep Convolutional GAN)

A. Radford, L. Metz, and S. Chintala (2016). “DCGAN: Adversarial training to generate images”.
In: International Conference on Learning Representation ICLR

o

@ zastapié warstwy agregujace w sieci dyskryminatora przez sploty kroczace (ang.
strided convolutions)

@ zastapié warstwy agregujace w sieci generatora przez sploty utamkowe (sploty
odwrotne, sploty transponowane),(ang. fractional-strided convolutions)

e splot mozna rozumie¢ jako mnozenie wektoryzowanego obrazu przez
odpowiednig macierz splotu C, a splot utamkowy jako mnozenie przez
macierz C7

e zadanie to moze by¢ realizowane przez splot z krokiem utamkowym,
sprowadzajacym sie do przedzielania pikseli obrazu zerami

@ zastosowad normalizacje (ang. batch norm) w sieciach generatora i
dyskryminatora
@ nie stosowaé warstw w petni potaczonych

@ stosowal ReLU w sieci generatora z wyjatkiem warstwy wyjsciowe]j (tam: tanh), a
LeakyReLU w sieci dyskryminatora
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Generatywne sieci antagonistyczne

Typowe problemy uczenia sieci GAN

@ minimaksowa funkcja strat moze prowadzi¢ do zatrzymania treningu na
wczesnym etapie uczenia, gdy zadanie dyskryminatora jest tatwe

o modyfikacja funkgji strat generatora: maxlog D(G(z)), sie¢ WGAN
@ zanikajacy gradient (ang. vanishing gradient): pochodne s3 tak mate, ze
przyrosty wag s3 niezauwazalne
o WGAN

@ zatamanie mody (ang. mode collapse): generowane obrazy s3 znacznie
mniej réznorodne, niz obrazy rzeczywiste

@ normalizacja porcjami (ang. Batch Normalization) (loffe and Szegedy
2015) stabilizuje uczenie - istotne ze wzgledu na inicjalizacje sieci gtebokiej

@ normalizacja jest istotna przy rozpoczynaniu uczenia i zapobiega
zatamaniu mody do jednego punktu

@ oscylacje i niestabilnos¢ moze by¢ spowodowana przez normalizacje
wszystkich warstw: nie stosowaé normalizacji warstwy wyjéciowe;j
generatora i wejSciowej dyskryminatora

@ dyskusja wptywu funkgji strat: Lucic et al. (2018)
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CGAN - Warunkowe GAN (ang. Conditional GAN)

I. J. Goodfellow et al. (2014a). “Generative Adversarial Nets". In: Proceedings of the International
Conference on Neural Information Processing Systems (NIPS 2014), pp. 2672-2680

@ generator i dyskryminator otrzymuja
dodatkowo informacje o etykiecie y y
. Discriminator ‘
(np. etykieta klasy, dane) —

@ zastosowania: translacje obraz —
obraz (np. postarzanie / odmtadzanie
twarzy), synteza tekst — obraz,

generacja wideo /
@ generator uczy sie tworzenia obrazéw [+ | [ v ] I
dla kazdej etykiety (real image & label) T

Generator

@ dyskryminator uczy sie odrzucaé
zaréwno obrazy fatszywe jak i zle
etykietowane

(latent space & label)
@ zagadnienie

minmax (&, 10g D(@,y) + &5, . log(1 = D(@, G(2,v)))
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CycleGAN

Obrazy sparowane i niesparowane

Ly

SESESEEEEESEEEEEEEEEEEES

—
vee I

J.-Y. Zhu et al. (2020). Unpaired Image-to-Image, Translation using
Cycle-Consistent Adversarial Networks. Tech. rep. Berkeley Al Re-
search (BAIR) laboratory, UC Berkeley. URL: %5Curl?7Bhttps://
arxiv.org/abs/1703.10593v7}7D
@ obrazy sparowane: do uczenia niezbedne sg pary pokazujace zadang
transformacje obrazu (Pix2Pix)
@ obrazy niesparowane: do uczenia wykorzystywane sa dwa zbiory obrazéw
charakteryzujace pozadane transformacje
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Generatywne sieci antagonistyczne

Cycle GAN - GAN cykliczny

Przykfady zastosowan

J-Y Zhu et al. "Unpaired Image-to-Image Translation using Cycle-Consistent Adversarial
Networks”, 2020
o transfer stylu: zmieni¢ styl obrazu zachowujac jego zawarto$é
o dwa zbiory danych (styl 1/ styl 2), np.
fotografia/obrazy (Moneta, Picassa,...), obrazy/fotografie,
zebry/konie, lato/zima, noc/dzien

Monet T Photos

Zebras {_ Horses Summer T Winter

|

Monet — photo

photo —>Monet horse — zebra

Photograph Van Gogh Cezanne
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CycleGAN

J.-Y. Zhu et al. (2020). Unpaired Image-to-Image, Translation using Cycle-Consistent Adversarial
Networks. Tech. rep. Berkeley Al Research (BAIR) laboratory, UC Berkeley. URL:
%5Curly7Bhttps://arxiv.org/abs/1703.10593v7%7D https://arxiv.org/abs/1703.10593v7

e e
N anNP s
X Y X

i Y )
F / > H—@ C)’Cl&cimslstency
e loss
cycle-consistency | ... & \f
loss . \.&_ | @

@ idea: obraz x jest przetwarzany przez generator G i G(z) jest poréwnywany z = przez
dyskryminator Dy

@ réwniez obraz y jest przetwarzany przez generator F i F'(y) jest poréwnywany z y przez D x
@ btedy rekonstrukgji

Loan(G, Dx) = Eymp, 108 Dy (y) + Eanp, log(1 — Dy (G(2)))

Loan(F, Dy) = Eanp, 10g Dx (@) + 8 yup,, log (1 — Dx (F(y)))
@ minimalizacja straty zgodnosci cykli (ang. cycle consistency loss)
Leye = Banpy [|1F(G(@) — 21 + 8ynpy, IG(F(y)) =yl
@ btad CycleGAN

min max (LGAN(Gv Dx) + Lean(F, Dy ) 4+ Ay (G, F))
F,G Dx,Dy
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WGAN: Wasserstein GAN

M. Arjovsky, S. Chintala, and L. Bottou (2017). “Wasserstein Generative Adversarial Networks" .
In: Proc. of the 34th International Conference on Machine Learning, PMLR 70, pp. 214-223

@ sie¢ Wassersteina w miejsce dyskryminatora tworzacego ocene binarna
stosowany jest krytyk oceniajacy $redniokwadratowe podobiefnstwo w skali

[0,1]
o funkcja krytyka: maksymalizowad & gnp, C(2) =8 np, C(G(2))
o funkcja generatora: maksymalizowaé & .., C(G(2))
@ WGAN poprawia stabilno$¢ uczenia

@ w szczegblnosci nie wystepuje problem zatamania mody
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GAN Wassersteina
Algorytm

Algorytm WGAN

require learning rate «, clipping parameter ¢, batch size m, number of critic
iterations per generator iteration n
require initial critic parameters ¢, initial generator parameters g
1: while g has not converged do
2: fort=0,...,ndo
% critic parameters
33 sample {zV i =1,...,m} from p,
4: sample {z(V i =1,...,m} from p,
5: Ve = BP:(4Ce(x®) — dCe(Gy(2")))
6: ¢ — c+ astep(c, V)
7: ¢ — clip(e, —co, ¢o)
8: end for
% generator parameters
9:  sample {z9,i=1,...,m} from p.
10: Vg = —BP, o (Ce(Gy(27)))
11: g+« g — astep(g,Vy)
12: end while
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